
Laboratoire des Sciences
de l’Image, de l’Informatique et de la

Télédétection

UMR 7005 CNRS/ULP

Équipe Apprentissage et
Fouille de Données

N◦ d’ordre : 4997

Thèse présentée pour obtenir le grade de

Docteur de l’Université Louis Pasteur

Strasbourg I

Discipline : INFORMATIQUE

par Arnaud Quirin

Découverte de règles de

classification par approche

évolutive : application aux images

de télédétection

Soutenue publiquement le 12 décembre 2005

Membres du jury

Rapporteurs externes : M. Alexandre CAMINADA, Professeur
Université de Technologie de Belfort-Montbéliard
M. Pierre COLLET, Habilité à Diriger des Recherches
Université de Littoral Côte d’Opale de Calais

Rapporteur interne : Mme Christiane WEBER, Directrice de Recherche
Université Louis Pasteur de Strasbourg

Co-directeurs : M. Jerzy KORCZAK, Professeur
Université Louis Pasteur de Strasbourg
M. Massimo MENENTI, Directeur de Recherche
Université Louis Pasteur de Strasbourg

Invité : M. David E. GOLDBERG, Professeur
University of Illinois at Urbana-Champaign, USA



����� �

���	
�� ������ �� �� ������� ����� ������� ������
��	� �	� ��
�� 	� �	 ��!��
����" #�	� �������� 	�� ����	� �	 #�	� ����� �� ������� $�������" 
���� $� ������� �%�	�	� &
'���	$ (	���� <quirin@lsiit.u-strasbg.fr>



� ���� �������



�



�������������

	
 ��� ����� � �� �
����
 ���
 ��
 �
 ����
 
� �� ��
���
 ��
 ���� ��
� !� �
 �����
 ��
 �
 �"
����� �� ���� #���
 � ����
�$ ��� �
 ��$ �����
 �
�� �
� ���%�
�& ��������$ ��'���
� 
� �
����� ��
 � "�
� �� �'���
 �"�%�
�� �
 ���� (
 ����
��
�� ��� �
�
��
� �
� �
�& ��
��
��� �
 �'��
$ (
��) *�����+ 
� 	����� 	
�
��$���� �
�� ���,���
$ �
�� ��
 
� �
�� ����
� -
� �
�%�
� �
 ��� ����
 ��� �������� ������� ����
������� � "���� %
��� �"
�&$ ������
�� .
��
 /��0���+$ 1���� 2
��
��$ 3��� 4'

�
�$ 5�
&����
6�����'� 
� 4�%���
� 3�����&$ ���� ��%�
� 5���� 6���� ���� �
� ����
�& ����
�� 
� ����
�����$ )������ �
��
� �
 �
����
 ����
 7(
 �
�
��
 ���� �'��
��
��
�
�� ����
� �
��
� 
� ���� �
�& �� �"��� ����
�� ���� �
��� ��%������
��
��
��#� ���� �
 ������ ������� ������ �� �'��
 (
 �
��
 � 3��� /���%
��$ .
�8-��� -���$ 	����6���$ *����� 4����) 
� 9��
� -���� �� ��%������
 !��/5- ���� �� �
��
 ���
 �":�%���81'��������& ;����8:�� ���� �
�� �����
 �����%��� 	
�� ���� � ����
 �"����
 �
 �������'
� �
 .����
 �
<
��
 ���� �"���� #�� �������
� ����
� �
� ����
� ��� ��
 ���
�%
 ����� 
� �
 ���� %
��
� ���
� (
�
��
 � 	���� 	����$ 1'
�� 2���$ ;���� 6
�����$ 	���� 1���=� 
� 4
��� >
���� �� ����
� ?@ABCDECFGH IJEBK@LH BEA MEN@OPEKFEG ��
� �� � "� ����� �
 �
��
��
�& ���
��� � �
��
� �� ���
 �
 4��>
��
 ���� #��
 �����
� �� 4�
��
 7 	
�� 
����
 � 1'�����
 2
%
�$ 5��
 .������ 
� (��+) Q���' ����%������
 !���
 
� <��
 �
 4����%���� ���� �
��� ���%�
�& ����
��$ �
�����
� 
� �8������ ����
������
� �����
� �
 �������
����$ ���������
�
�� ���� �
 ����
 �
 �"����� ����
���
 ������
 RPIPSTHG -
���
���
� '
��
� �� ����� �
 �������'
 �
 5%�
���� 4
����� ��
 � "� ��� ��� �� �����
� �� �
�'
��'
�"�� ���� �
 ��
 �=��
�� 	
� �
�
��
�
��� ���� ���� � �
� �������
��� 
&�
��
�$ .
��
 1���
� 
� 5�
&����
 1������$���� �
��� �
�����
� �
���
��
� ��� �����
�� �� ���� �
 �� ����
����
$ �� ��� %
������ �����%�� �������
� �� ������ �
 ��� �������� (
 �"��%�
��� ��� ��� ���� �
 U �
�� ��)�� ��� V �� �
 �
�����W���$ (
�� Q���
� 
� 5����
6
����& ���� �
�� %���
 '��
��$ �
� �����
� �
 5��
8-�
$ -���
$ X��'�Y�
$ 4���'��
 
� <������
�� ��� ����� �
� ���
��� �Z��
�$ � ����
� �
��
� 
� �
�& ��
� �� � "� ����� �
 �'��
��
� ����
� 
���
�
�& ���
� �
 ���
 ;�,� �
�� � �� #����
$ ���� ������
�
�� � �
� ������8���
���$ �� �"��� ��� �����"�� %��� �#��
 �
 �
��
 �'��
 �
 ��"
��
 
�� ,���
�
�� �
�
��
 

[\]^ _`a _ bc_def`a g _ dhi`ficjklimn`icj _mn fmofpfmd bc_def`akqcp _ bc_def`a mimaprahajjst
uv wv xyz{|}~�� ����









����� ��� ��������

���	
����
� �
� ���� �� ���	� �� � !����������                                             �� � .�������� �
� �����,
���                                     �� � � 1����
� �"��������� ����
����� �
� �����,
��� 
&�����                �� � � 1����
� �"��������� ����
����� �"������'�
 �"����
������
             �� � 1���������� �
 ����
� ��%��
��
��
�                               �� � � /���'
� �"�������                                    �� � � 5�����'�
� �����#�                                   ��� � ;&������� �
 ����
� �
��� �
� ���
��& �
������&                        ��� � � -"������'�
 ��X;                                    ��� � � -"������'�
 X:-;9                                   ��� � � -"������'�
 <!5                                      ��� � 3�����
��
 �������
 �
 ����
�                                  ��� � � 5���
������
 ��� ������'�
 �������
                         ��� � � 5���
������
 ��� ������������ �������
                       ��� � 3�����
��
 �
 �����,
��� ��� �
�#���
�
��                           ��� � � -
 ��� �
� ���
��& �
 �
����
�                              ��� � � -
 ��� �
� �)����
� �
 �����,
���                            ��� � 1��������                                             ��
 !
���"���# ��# #$#�%"�# �� ��##�&��	#  �� � !����������                                             ��� � 4)����
� -14                                            ��� � 3
������� �
� �����,
���                                     ��� � 5�����'
� ���� �� %��
 �
 ����������
�                             ��� � 1��������� �"�� �)����
 �
 �����,
���                             ��� � � 4)����
 �
 ��������� �
 ������                             ��� � � !��
������� 
���
 ����������                               ��� � -
 'PNFO@E( )*FOBGPO                                       ��� � -
 �����,
�� �
 2���� +914,                                  ��� � 1����,
��� 
� �����
 -��
                                    ��� � -
� 48�����,
���                                          ��� �� .������
� ����������� �������
� ��& �)����
� �������
�                  ��� �� � -
� ��'
� �����
�                                    ��� �� � -� ���'��
 1./!�                                    ��� �� � -
 �����
 !	/5                                      ��� �� � -
 �����
 ������#                                     ��� �� 1��������                                             ��





� ����� ��� ����	
��

� ��# #
�	�# 	���# �� ����	��# ��� �	���	����"���# ��# �
����# ��� � ������ �
 �� ���%�������
                                    ��� � 3����
� %���
�                                           ��� � � !���
� 4..�                                        ��� � � !���
� '���
 ���������                                  ��� � � !���
� ')�
���
�����
�                                   ��� � 3����
� 
&�
��
�                                          ��� � � 3����
� 
&�
��
� �%�
��
� �
 �����
 ����
��
                    ��� � � 1����,������ �%�
��
� �
 �����
 ���������
                    ��� � � .�������� ���
���
� ���� �
� �����
� 
&�
��
�                     ��� � 1����
&�� 
� ���8����
�
��� �
� ���
� ��
�����
�                      ��� � � 1����������� ��� �� �����
&�� �
� �����
�                      ��� � � .��8����
�
���                                       ��� � ����
� �����#���
�                                        ��� � � X������� �
� �����
�                                   ��� � � 5���)�
 �
 �� ��%���
��
 #��
 �� %���                          ��� � 1��������                                             ��
� �
����# �� �#� ��# ��##�&��	# ��

� � 5�����'
 �������
                                         ��
� � X���
�� ��� �
� �=��
��� �)�
� �
 �����,�����                         ��
� � ;����� �������
� ��� �
� ����
�                                 ��
� � >�������
 �
� ����
�                                       ��
� � 3�����
��
 �
� ����
�                                        ��

� � � :� ����
���� �������
                                  ��
� � � :� ������'�
 
Z���
                                   ��
� � � :�
 ���'�
����
 
� �
� ������
��� �������                       ��

� � 	
���
� �
 ������                                         ��
� � � 1������
� �
����� �"����
������
                             ��

� � � � 	
���
� %���
� ��� �"
&�
���
                         ��
� � � � 	
���
� ����
�����
� �
 �"
&�
���
                     ��
� � � � 	
���
� ����,��
� � �� �
����
������                    ��

� � � 	
���
� �������
� ����� �"����
������
                          ��
� � � � 6���
� ��� �"
&�
���
                              ��
� � � � <������� ����'��
                              ��
� � � � .�������
� �
 ��������                             ��
� � � � 1���%
� X.1                                  ��

� � 1��������                                             ��
� ���
	���"�# �� ��##�&���
� ��

� � !����������                                             ��� � 	��'��
� �"����
������
 ������
� � �� �����,����� HP� G                   ��� � � -"������'�
 !1:                                      ��� � � � X
����
������ �
� ����
�                            ��� � � � >������ �"���������                              ��� � � � 1������ �"�� ����� ����                          ��
� � � � .�����
�� �
 ����
�
��                            ��
� � � � .�����
�� �
 �������                             ��

� � � -"������'�
 9148X                                    ��
� � � � 3
������� �
 9148X                              ��
� � � � .����
 �
 �"����
������
 ��� �
�#���
�
��                 ��
� � � � 4��
���� �
� ����
�                               ��



����� ��� ����	
�� �
� � � 4)��'��
                                           ��� � 	��'��
� �"����
������
 ������
� � �� �����,����� -��
                   ��� � � -"������'�
 !1:9                                     ��� � � � !����������                                   ��� � � � X
����
������ �"�� �����,
��                         ��� � � � 5������� �"��
 ����
                              ��� � � � <��,����� �
� ��������                           ��

� � � � .�����
�� �"���������                            ��
� � � � .�����
��� �
 ����
�
�� 
� �
 �������                   ��
� � � � >������� �"��������� 
� �
 ���
����                     ��

� � � -"������'�
 /���/
�                                  ��
� � � � !������� �
 �� ������������ �������
                    ��
� � � � 5�����'�
 �������                               ��
� � � � >�������
 �
 �� �������
                          ��
� � � � .�����
��� �
�����&                              ��� � � � .�����
�� �"���������                            ��� � � � .�����
�� �
 ����
�
��                            ��
� � � � .�����
�� �
 �������                             ���

� � � 4)��'��
                                           ���
� � 1��������                                             ���

� �
#���	����"���# ���� ��#�"�� �� 	%���# ���
� � .���8����
�
��� �������
�                                    ���� � � X������� �
 �� %��
 �
 ����
� +�����
 G1

,                       ���� � � �����#������� �
 �����,
��� +�����
 G2
,                       ���� � � X
���%����� �
 �����,
��� +�����
 G3
,                       ���� � � 4)��'��
                                           ���

� � ����
 �"��
 #������ �"������
����
                               ���
� � � -
 ����
�� �
 ��'
 
� �
�� ������
��
                          ���
� � � 3�,���� �"��
 ��'
 ���� 9148X                            ���
� � � 3�,���� �
 �"������
����
 �"�� �����,
�� � ��
 ��'
                ���
� � � Q)���'��
� �
 ������                                   ���
� � � 3�����
��
 �
 ��'
� B *PHGFO@PO@                             ���
� � � X�������� �%�
���                                     ���
� � � 4)��'��
                                           ���� � ;&������� �"�� ��%�
 �
 ������                                 ���� � 1�������� ��� �
� ����8����
�
���                                ���

� � 4)��'��
 �
� ������'�
� ��������                                ���
� ����	�"������
�# �� ��������
�# � �

� � !����������                                             ���
� � <��������� �
� �����,
���                                    ���

� � � 5���)�
 ��� ��
���������
                                ���
� � � <��������� �
 �� %��
 �
 �����,
���                          ���� � � 5���)�
 ��� ���#��������                                 ���� � ����
� �
 ���                                            ���
� � � 1����,������ �
 �)�
 �BOA 
� HP� G                            ���

� � � � 1����,����� ��
� !1:                             ���
� � � � 1����,����� ��
� 9148X                            ���

� � � X������� ��� ����8����
�
���                              ���
� � � 1����,����� �
 �)�
 -��
                                ���

� � � � !���
 �I�D ������
�����                           ���



� ����� ��� ����	
��

� � � � !���
 �I�D ')�
���
�����                           ���� � � � !���
 I�@K ������
�����                            ���� � 1����
&�� �
 �"����
������
 
� �����                             ���
� � � �
��� �"����
������
                                   ���
� � � ������ �
 �"��������                                   ���
� � � �����                                            ���

� � 1���������� ��
� �"����
� �)����
�                               ���
� � � 1��������� ��
� ��
 ���'��
 ������
                        ���
� � � 1��������� 
� �����,����� -��
                            ���� � ��
���� �� ��
�� �
� ���������                                  ���
� � � 	
���
 ����
���
��
                                    ���
� � � 1���
� �
 ����
�������                                  ���� � � !����������                                         ���

�
���#�
�# �� ��	#������# ���
� ������# #�	 ��# ���
	���"�# 
�����
���#��# ���5 � .
��
������ 	���1���'
�                                     ���5 � X��
��& Q)�
�1���
&
�                                      ���5 � X��
��& X6>                                            ���5 � -"������'�
 1�����
 1���
�����                                 ���
� ������# � �����	 ����
	� ���
� !
���
�# ���������# ���1 � >������ �"���������                                       ���1 � .�����
�� �"���������                                     ���1 � 1������ �
 �� ����
��
 ���������                                ���1 � .�����
�� �
 ����
�
��                                      ���1 � .�����
�� �
 �������                                       ���1 � .�����
��� �
 ���
����                                      ���1 � � 4��
����� #����
� ��� �� ����
��
                             ���1 � � 4��
����� #����
� ��� �
 ����                               ���1 � � 4��
���� ��� ��'����������
 ����'�����
 ���
��
�                  ���1 � � 4��
���� ��� ������                                    ���1 � 1����
� �"�����                                           ���
� 	� �	

�� ���� ���
� 	� �	

�� !
�
��#� ���
! 	� �������
	"� ����� ���

������������ ���



������������

-� ������
��
 �
 ����������
� ���� �
� %��
� �
 �����
� ������W� � �"'
��
 ����
��
 ����
 �"��
 �
��'������
� �
� ���� �)�����
� 
� !��
���
��
 5��,�
��
 +!5, ;��
 
�� ��
 
� ����
 ��� �� ����
���������
&
 ���� �
 %�� 
�� �"
&����
$ � ����� �"�� 
���
��� �
 �����
�$ �
 �"�#������� �� � �� HFEH���� �� ������
�� '���� -
� ����������
� ������
��
� ���
�� ���� �� '��� ��
�� �"�%����������� ������� ��& �����
� ����
� ;� 
=
�$ �
� �����
� ����
����
�$ '��������
� 
� ������
��
� � 
��� ��� �������'
��%�
�$ ���� �����#����
� 
� ��
 �
����
������ ���� �������
 +��� 
&
���
$ ��
�����&�����$ �� �����
 
&������� �
� �����
�, 
���� ���� ���
 +�� �����
 ��'��
�� �
� �����
�$�� �����
 ������#$    , 5� ���� �
 �
 ����
����$ �"����
 �"
&������� �����
�
�� ��
$ 
�� ���
��
#����
 �
 �����
� +��� $ IBGB S@E@E(, -� �����%���� �������
 ��� ���� ����
���� �
 #����
 �
 �����
�
�� �� ����%��� �"
&����
� �
� ����������
� 
&����
� !� 
&��
 �
 ������
� #�0��� �
 #������
� �
�����������
�$ �
����
� ������� ���
 ������
� ���� #���
 �
 ����
� ��%�
� ����� ��
 �"����
� ���� �
�)�
 U �P�GF EP@OF V ���� ����� �'�� �
 �������
� ��� �
� �
�'���
� �
��
����� �"
��
���
� �
�����������
� ������'
��%�
�$ ���� �� #���
 �
 O	(CFH �"��������� ��� �
� �����
� 
� �
���)��� ��

&�
���
 �
 ���� '��� ��
�� +�����
$ ��������
� ��� �"��'�������$    , ���� ������� �
 ����
�����"
&������� A
LPTNFOGF AF O	(CFH AF LCBHH@�LBG@PE -� #����
 �
 �����
�$ �������
 � �
� �����
� ���� ��
��$ ��
 ���������
�
�� �
� ���� �����
�%��
� �
 �����
�$ � �"���
 �
 �
��
� �
�������
� ���� �
 ����
 ��
�$ ����
 ���� �
� ����������������$�"��������
$ �� �'����
����
 �� �
 
8����
��
 -
 ����
 �
 ������ ���� �
��
� �"����� �
 �����
 
�� ���������
���� ���� �
� ���������� ���� �� �����,�����$ �� ���������'
$ �"��������� 
� �� �
����������
�
� ������������
� �� �
����$ �� �
���� �"
������
�
�� �����
�$ �"������
�
�� �
 �
�����
 ��%��$
�� 3��� �
 �����
$ �
� �'
��'
��� ���� ���#������ � �
� ���
� �
 ���� �����
 ����
 +��� 
&
���
$����� & ���� �&
�� ���� �
 ����
�� X.4!4,$ %����
� +������
�� ��� �
� �������� ������'����
��� ��� �
��
� �
 �� ���
 �
 ��
, 
� �����
&
� ��� �
 ���� �
� �����
� ��
��
� 1
� �����
� ���� �����
 ���� 
� ���� #����
��
� � ������
� �����
 �
�� �������$ �
�� �����
&�� 
� �
�� ����
 ���
���"���������� ��������
 �
 �� �
�'�����
 �
 ���
 �
 ��
 
� �
 �� �
��%��� �
� ����
���$ ��
 �
 ��
���
�& �
 ���
���
� �� �"����� ������ � '���
 ������
 -"����
������
 
� �"
&������� ���������
 �
����������
� �
 �����
�� ������� � �
 �����
 �����
 �
�� �
 �
��� ����%��%�
� ���������� 
� �
��Z������ ����
���
� ��� �
� �����
� ��
��
� 
	����	
�� ��
����
����	�-
� �Z������ ������
� ������
�� �"
���� �"������'�
� �������$ ���� ������ ���� �"����
� �����
��� 
��
���
�� �
� ����
� �
 �����
� �����
&
�$ ����
 �
 ����
��
$ �� ��������� ������
��
 ���"����
�
 -
� ������'�
� �����������
� ���� ������ ���� ���
 ��%���
� �� %��� 
� �
� ����
�& �����%�
 �
 �����
�$ ���� � ���
 �
 ����
� �� ���%���
 �
 �����,����� �"���
�
 ���
�����
 :�%�
# ���� �
 �
�������
 ��� ���
 #������ � 3��� ����
 ���$ �� LCBHH@�FTO 
�� ��
 ����
 ���
 ������
���� �"
&������� �
 ����������
 �������� 
� ��
 LCBHH@�LBG@PE 
�� �
 �������� �
 ��� ��������� -
� ������'�
� �����������
� ����
 �
� �)����
� �
 �����,
��� �Q������$ ���� 2����$ ����� ����
����
�
�� ����� � �� ������
��
 �
 �����,
��� -
� �)����
� �
 �����,
��� +��� $ �FBOE@E( 'CBHH@�FO
�JHGFKH �� �'�, 
��
���
�� �
� ���������� �
 ����
� �
 �����,����� ����
�$ ��%�
� 
� �����������
�+��� �� ����
��
 �
 ��������
� �P�FO �� �"��
�����
� �
 ���,���
 �
��
����� �
 ������
� �
 ���%�
�&��� �����
� 
� ��
 �
��
 ����
, -
� ����
� �����
� �������
�� ��
 %��
 �
 ����������
� �� �
�� ���


�



� ���
��������

�������
 ��� ��
 ����
 ����
 �
 �"���
$ ���
 ��
 ����
��
 ���
$ 
� ����������� �� ���& ����
�� �
���� ����#� 
� ���� �����#� ���� �� �����,����� �
 ����
��& 
&
���
� 1
��
 ������'
 �"� �
�
�������� ��� 
&�����
 ���� �
 �����
 �
 �� �������
���� � ����
 ����������
$ ����� ������ �"� ��� ��%������ �
� �������
� ���#��
��
� �
����
� � �
 ���
� +/;11.� 
� !2-14�, ;� ������$ �� �
�'
��'
 ���� �
�����
 
�� 
� ��
� 
����$ �������
 � �
��
 ����
���
 ��� �
� ������'�
� �������
� .
� �"����������
� �������
���� ��� �� � �
 ���� ���
 ��������
� ��
� �
� �'�$ ������ �
� ���%�
�& ������& �'�����
��� �
�� ��� ��� ���������$ ���� �
����� ���� ���
��� �2����$ ����% 6��� 
� 2����$ ���� 4����
) 
�6���$ ����� .��� �"����
������
 �
 ��� �����,
���$ ���� �������� �
 ����������
� ������%�
� ���
� �%������
�$���� %
� �
��
���
� 
� �����
���
� ��� �
� 
&�
��� �
 �
���� .��� �
� 
&����
�$ ���� ���� ����
�������� �
�� ��
 ������'
 �"����
������
 ���
����
 3��� �
 ����
&�
$ �� ������
��
 �
 �����
� ���8��
� 
� 
&���
� �����
 ���� �
� �%�
��#� 
��
��
�� ��
 �
 ,&
�� �
� �'�����
�� .��� �� ������'�
$�������
 � �
��
 �
����
 
�� ��
 ����� �
����
�
�� ����
 ;� 
=
�$ ���� 
&����
 �
� ����
��� �'������
� ������ ��� �"
&�
��$ ���� �������� ����
�� �
�����
� �"�#������� ���%�
��
� +���
� ���
�����
�$ ���
� � '���
 ������
$ �
���
� ����������
�$�
���
� ���
�$ �������� �
����$ ��������� ��
����������
�$ �#�������� 
&�
��
� �#���
��
�,$ �
�=��
��
� �����
� 
� �
� ��'��
��
� 
���
 
��
� :�
 ���� �
 ����
 ����
 
�� ��� ��������
 � �� ��
 
�����
 �"�� #�������
 �
 �
����
������ �
 �� ����������
 ������ � �"
&������� �
 �
� ����
��� 1
��
���%�������
 
�� �� ���� �"�� ����
 ����
� �
 �
�'
��'
 ���� ����
$ ��� ��� �"����
 5���
������
 
�>����
 �
 3����
� �� -4!!� ���� �
 ����
 �
 �"5���� 1���
���
 !������
 +51!, SBHHF AF APEE
FH � �
����
� RPIPSTHG�  -"�%�
��# �
 �
 ����
� 
�� �
 ������
� ��
 �������
 �
��
����� �"�������� �������
�
 �=��
��
� �����
� �"���
� 
� ��
 �"
� 
&����
 �
� �%�
�� �� ������
�� �
 ��
�� �� �&
�$ 
� �������������
�� �
� ����������
� �
 '��� ��
�� ����
 �
� �������
� ���� ����
� ���� 
� �����
 �����%������ ��
� �
 ��%������
 !���
 
� <��
 �
 4����%���� �-!<$����� �� ���� � #���� �
� �����
��� �
 ������ ��� 4����%����$ 
� ��
� �
 ����
� 
�����
� �!3;	 ��!3;$���� 	���� 
� �� $ ���� 	���� 
� �� $ ����� ���� �
� ���
� �
 <
��
 3��� �
 ����
�$ ���� ������������ � �� �����
 �
 ������ +
PO� �BL�B(F �,$ ����� � ���
����
� 
� ����
� �
� �����
� �)�����
�
� �����
�� �
 �)����
� �������
�& ���������� � �� #�� �
� ����
���� ��������
� 
� �')���
� 1
����
� 
�����
�$ ��������� �
� ����
� ���
��
�$ ������
�$ ���
����
� 
� #���0��
�$ � ����� �� ��������
 ����
 %��
 �
 �����
�$ ��� �
� ���
� ������
�����
� 
� ')�
���
�����
� ����
���� �
� ����
���
���+6��$ 154! �� X.4!4$ ��������� ��
 ��������� �� ��� �
 �� �� � � �$ ��� ����
��� �
����
� �
�����& ��
�����& /��
 � �
 ����
�$ ���� �������� ���� �
 ���%�
��
� 
&�
���
� ��� �
� �����
� 
�	
��"������# �� 	���	��-
� ������& ����
���� ���� �
 �����
 �
 ���
�� �������
�
�� 
� ���� ���%�������
� �� ������ �
����
������ �
� ����
�$ �
 ����
���� �
 �
�� ������
��
 
� �� �����,����� -��
 ��� ������& ��� ��������
��
 �
 ����
� �
 �����,����� ���� ��� ������� � 
&����
� �"������� �� �� 	��	�#������
� ����� ������� �
� ����
� � #�0���
� �
 ����
��
� ����������
� 
� � �����
� �
��
� 
&�����
� -� �
����
������� ���� ��
 �-�
��
 ���,����
 ��� �� ������ �
 �
����������
 
� ���� ��� �
 ������ �
 *O
A@LG@PE
�
� ����
� ������
��
� 1
��
 ���%�������
 �
�����
 ���� � ����� ���� �
 �� ��,���� �"��
 ���
 �
�����
� �
��
����� �
 ����,
� �
� ��������� �"�� U %�� V �����,
�� 1
��
 ���
 ���� � �
�� �
 %��
 �
������ ���� �
� �
���
� �
 ��%���$ �
 ������� �� �
 �
�#������
 �
� ����
� 
&������� �� ����
��
 ���"�%�
��
 �
 ��
�� ����%��� �������� ��� �
� 
&�
��� 
� �������
���� -� �
����
 ���%�������
 ����
��
 �
 �	
�##�# �� ��
���	�� �
 �
� ����
� ���� ����� ���0��
� ������'�
� ������#� �����
���� ��
�� ������
��� �������
� ���� ���
�$ ������
� 
� �����
� �
�����
�$ ��� ��
 ���� ���
��
� �� ����
��
��
 �
 �"����
������
 ���� �%������ ���� �
 ���%���
 ����Z�
�
�� �
� ����
� ��� ������
� .� �
����'
 ����
�� ��& �)����
� �
 �����,
��� �
 ������
��
 %��
 �����
���� ���� �
 �����,
���$ ���� �
� ���%���
� �������� 
� ���
���
� %
������ ���� 

������� ��$ ����	������ ��
#	���� ���!������������������ �������# �� �������� ��������� ����
�
���	���� $� $������ 
	����������" http://lsiit.u-strasbg.fr/afd/fodomust���$�� ����� ����
��� ��$ �������
��" http://www.istitutoveneto.it/tide/project/tide.php



���
�������� �
���� ��������� ��
 ������� ��������� � ����8����
� �� ��������� �
 ����
� �%�
��
 ���� �� ��Z�
�$������
� �� ������ �
 �����,����� 
� �����
 �
 ���%�
 �
 ����
� .��� �
��$ �=��
��
� ������'
� ��� ����
���
� -� ��
���
 
�� %���
 ��� �
� ������'�
� �������
� 
� ������
 � ���
� �
� ������ �
����
������
� ����8���������� �
 �� ��������� ����
 -� �
����
 ������'
 
�� %���
 ��� �� ���������� �
�����
� �
 �� %��
 ����
 �������� �������& ���� #���
� �
� ����� �"�� ��%�
 �
 ������$ ������
����
� ��
 ��������� �
 �"������'�
 �����# 1� � 3��� �
��
 ������'
$ �"������'�
 �
 ����������� �
�"��%�
 �
 ������ �
��
� ��
 ����,����� ���������
 +
� ���%�
 �
 ����
�, �
 �� %��
 ��� ��"��
'�����'����� �
 �
� ����
�$ �
 �� �
�� � ����
� � �"��%�
 �� ������ �
 ������������ ���� �������� ;�,�$ �� ������
 ���%�������
 ����
 ��� �"�� �
� �
��
�� 
��
�& �
 �� �����,����� 
� ������8�
���� 3��� �
 ���%�
�& ��� � �
�� �"����
� ���
����
 �"
&���
� � 
� ���� �� ���%���
 '�%��
� �
�����,����� � �"��
 ��"�� ���
 �&
� �
�� ������
�� � ����
��� �����
� -
� �'�����
�� �������
����
 �
� ������'�
� �
��
����� �"�##
��	 ���#���	# ��##�# � �� ����� ���� �
� �
��� ������� �"��8����'
� ��������
 �"��
 ���������� ����
��
 �
 �� ������ ��
�����
 �� �
���� ;� #��$ �'���
 �&
��"
�� ��"��
 �&���
 �
� ���
��� �
 ��-
�����
 ��
�����
 �
 ����
��� �)�
� �
 �
���� �=��
���$ ���� �
��=��
��
� �%������
� ���������
�� �� #���
 ,���
 �� ��
���
 �%�
��� .� ����
 ����� �
 LCBHH@�LBG@PE
�PTF 
� �� ��������� #�� ���
� � �� ����� �"TEK@�@E( 1
� ����
��
� ���'��
� ���� ���� ����
��
��
�$�"������ ���� ��
 �"�������� �
 ������
� �����& �
�� �������"'� �
� ������'
� 
�����
�%�
� 3=�8�
��� ���%���
� �
 �����,����� ������
�� �=��
��� #�������
� �
 ����
� � �
��
 ��
����$ ���� ��������� �� ������$ ��� �
� ���,������ ���#�� ����
�$ �
� �
����
������� �
��
����� �
 �
��� �"��
���
�� ��
��
 ����
�������� � ��
 �#������� ���������
 ������ ��
 �"�� ����
 ����%�� ������# ��� �����
 �
 �
����
� �
���
� �
 ������ ������� �
� ���������$ �
����
� �
 �
� ���,������ ���� ����
�%�� %
� ��������
� ���� �� ��������� �
� ���%���
� �
 �����,����� -��
 
��	���	� �� �� ��%#�

1
 �����
 ��� �
 ���� ������ -
 ��
�
� 
� �
 �
���� �'����
 �
 ������
�� �"
=
���
� �� ���� �
�"��� �
� �=��
��
� �
�'���
� ���������� �� ��������� �
 ����
� �
 �����,����� ���� ) ������� � ��#�� �
� ���'��
� ��� �������
� ����
 �
� �)����
� �����#� �� �
� ���
��& �
 �
����
�$ 
� �
� ���'��
��������
� ����
 �
� ������'�
� �������
�$ �
� �)����
� � %��
 �
 �
�#���
�
�� �� �� �������������������
 ���� ����� ���� �������� ��
 ���
 �
 �����
� ������������
� �
� �����,
���$ ��
 ��������
����� 
� ��
�
� -
 ������
 �'����
 ���
����
 �� ���%�������
 �
 �� �����,����� �"���
� ')�
���
�����
� ��
���� �"����� ��"
�
���
 �����"� ����
�� 
� �����
$ ���� #���
 �
 ,���
�$ �
 �������
� 
� �
 ��%�
��&����������#�$ ����
 �����
� �
 ������ -
� ��
��
� ���
� %���
� ��
 ���� ����� �����
� ���� ����
�8��
� 
� �������
�� �
� �����
� �����
� ��� �"
&�
�� ���� 
� ���,���� ����
�
�� ���� �����
� �
��������
��� �)��� ���� � �� �����
&�� �
� �����
�$ ���� �
 ��
���
� ���8����
�
��� �� �
��� ���� '�%8��
��
�
�� ���
���� ���� �
������ ��� �
�& ����
�$ �����
� ��� 
��
��
��
� ���� ��������
$ �"��
 ����� �������� �
� �����
�$ �"����
 ��� �� ��%���
��
 �"��
 ���'��
 �������
 #��
 �� %��� �"��
 ���
 -
� ���� �'����
� ������� ������
�� �
 �'�W��� �
����� -
 ��
�
� �
� ���� ����
��
 �
� ����
����'�����
� �
 �� ������
��
 �
 ��� ����
� -
� �=��
��� �)�
� �
 ���%���
� �
 �����,����� ) �����%�����$ ��� ��"��
 �
�������
 
� ��
 ���'�
����
 �������
$ ��
 ���� ����� ��,�
� 
� �� �����
��
�� �
 ����
 �
 ������ 1
��
 ���'�
����
 �����
�� ������
�� �� ������'�
 ��
��
���� ���� �
����
���� �
 �� ������
��
 �
� ����
�$ ��� ��"��
 ���
 �
 �
���
� �
 ������ �������
� �� ����
��
�$���
� ���� ��� 
&����
������� ���� ����� ������� �
� �
���
� ����,��
� �� �����
 �"����
$ ���������� ��& �
���
� �������
�$ 
� �
��
� �������
� ������ �
 ����
���� �"����
������
 ��� ������� ��
��
� �����
� 
� �������� -
 �'����
 ������ ������
 �
� ������'�
�$ ��
 ���� ����� ���0��$ �������� �� �����,����� �������� 
� � �� �����,����� -��
 ;�,�$ ���� ��������� ���� �� ������
 ����
 �
����
��& ������'�
� �
 ����8����
�
�� �
� ����
� �
 �����,����� -
� ����
� �
 ��� �� �
��
� �'����
 ������
�� 
� ������
�� �
� �=��
��� ������'�
� �� �� ���������� ��� ������& 3�
�� ��������
� �
 ��������$ �
���
� �
 ������ 
� �
���
� ���������
� ��� ��������� ���� ���
� �
 �"
Z����� 
� �
 �� ������'
��%��� �
� ����
� �
 �����,����� 
� 
������
�
������� �� ��%�� .��� �
��
���
 � ����
 ����
� �
 �"���
��
� � �
 ���%�
�& ������
���$ 
&�
��� ����� 
� �����
� �
 �������
����$ ���� ����
����� ���� ���'��
� �=���� ��
 ���������� ����'��
 �




� ���
��������

�� ��������� �
 ����
� 
� �
� ��������� ���� �������� ��
 �'���� �
� ������'�
� �
 �����,������"���
��
 � ��
 ���%�������
 ���������
 1
�
�����$ ���� ��������� 
� ��������� �� �)����
 � %��
�
 NPGF LPEHFEHTFC ���������� �
� �=��
��
� ����
���
��
� �
 �
� ������'�
� 
� �
��
����� �"���
 ��
�����,����� ,���
 ���� �
������ ��� �� ������ �
 ����
 �����%����$ ��� �"�� ���� �"'����� �
� �
���
���
��=
��
� ��� ��� ������& .��� ��
 �
 �����
 ����
 ���� ���
 �
��� ��� �
� �
��
��� ��� ���� ���
�� ������'�
� %����
� 
� !5$ ���� ����� ����
�%�� �
� �#�������� ���
����
� 
� ���
&
 -
� �
�&��
���
� ���
&
� ���� ��������
� � �"����
 �
 �
����� ������'�
� ����
&�����
� 
� �
� ���'�
� ��
��
�� �������$ ��� ��
 �
�� ������ 
� �������
���� 1
� ������'�
� ���� ������ ���� ���
 ��%���
����� �
 �����
$ ���� �
� ����� ���� ��� ����
 ������ ���� ��� ����������� -� ������
 ���
&
������
 �
 #�������
�
�� �
� ������
��� �������
� -
� �
�& ���
&
� ������
� 
&���
�� �
� �%�
��#��
� �
�& ����
�� ���� �
���
�� ��� ������& �"�����
�� +�
 ����
� �!3; 
� �
 ����
� >�3�	���, ;�,�$ ���
����
 ���
&
 ����� ����
 ����
8#���
 �"
&����
������ ����� 



�������� �

	��� �� �
���

��� �����������
-
 ����
�
�� �
 �����
� %��
� �
 �����
�$ ��"
��
� ��
�� �
&��
��
�$ ��������
� +��������
�,$ ��8����
� �� �������'��
� ����
 ���� ����
 ���$ #�� ��������
��
�
�� ���
� �� �����
 �
 �� #����
 �
�����
� +��� $ ABGB K@E@E(,$ ��� 
��
 �
��
� ���
 � �� ����
���� �����# �"
&������� �
 ����������
�
 ����
� �
� �����
� ����
�� ������
��
�$ ����
���� �
 �����
� �')���
� +����
���, ��
��
� 
� �
8�������� �
� �����
� �
 �=��
��
� �����
� 5���
��
�
�� � 
&��
 �
 ���%�
��
� ���'��
� �
 #����
���
����
 +������
�$ ����
&�����
�$ �������
�$    , �	��'
��$ ���� /���%
��$ ���� Q�)+�$ ����� ���� ���� ����
����� ���������
�
�� � �
��
� ����%�
� �
 �������� �
� ����
� +��� $ OTCF A@HLPNFOJ, ���
��
� ������
�� � �� �������� 
� � �"
&������� �
 �� ����������
 ���� �
� �����
� %��
� �
 �����
� -
 ����
���� �"
&������� 
�� �����
&
 ��� � #��� ������
� �
� �����
� %���
�$ �����
� �
� ������'�
���������� ��� ��
���
��
�
�� ��Z�
� �
� ����
� �%�
��
� ���� �%�
�� ��
 ������ �
 ��������������Z����
 -"���� �
 �"��� ��
 ���� ��������� ��� � �&
� �=��
��� 
� ��������
 !� �
� 
� ���
�� �
� ���'��
�
� �
� �����%����� �'�����
� �� �
��
��
�� �
 ������
 �
� ����
� �� �
� �)����
� � %��
 �
 ����
�����
� 
� 
Z���
� +
&������� �
��� �
� ���
��& �
 �
����
�$ �)����
� �����#�$    ,$ ��� ��
 �
� ����
��'�����
� �� ��� ����� ��� �"���������� �
 �"
Z����� �
 �
� ����
� -
 �
���� �&
 ����
��
 �"����������
� ������'�
�$ �������
�
�� ������#�$ 
� �������
���� ���� ��������$ � �'���
 #�� ��
 �
�� 
������%�
$ �
 ��"� ������� �� �������
 ���� �
 ����
�
�� �
 �
� ���
� 1
��
 ������������ 
� �
�& �&
�������� �
�� �� #�� ��"�� ���� ���� �
�& ������� � ����
 ���%�������
 ����
#��$ � �"
&��
 ��
 �
��"����
� ���%���� �
� �
�& 4���$ ������
 �
� �����
� �
 ���� �
����
���$ ���� �������� �
� ����
� 
��
 ���� �� ����
 ��������
 � ��� ���� �
 �� ����
 �'�����
 -
 �'����
 ������
 �� ��������
 ������
 -� ��
���
 �
���� ��
��
 ��
 ���
 �
� ��������� ��8�
���
� �
� ����
� �
 �����,����� -
� �
����� ������
� ���� ���������
� ��� �����
 �
 ���'��
� -��
���� � � ����
��
 �
� ������'�
� �����#� ���������� ��
��
�
�� ��
� ��
 �
����
������ ��%��
��
��
$�� �
���� � � �����
 �
� ������'�
� �� �
��
��
�� �"
&������� �
 ����
� �
��� �
� ���
��& �
������&$�
� �
�& ������
� ����
��
�� �
� �)����
� ������#�$ �"����
������
 ��� �
�#���
�
�� 
� �������
� 
����� ���������� ���� �� �
����
 �
���� 

��� ���������� ��� �����������
�� �� !��"#��$ %&'(��)�"��* +�*+��*�*" ��$ +��$$�,�)�$ �-"���"$

1��������� �
 ���%�
 ���
�������� �
 �
�'���
� �
��
����� �
 ������
 ��
 %��
 �
 ����
�$��"
��
� ��
�� �������
� �� ���$ ���� �
���� ���� �������
 � �%���
� �
 ���%���
 �
 �����
 ������8���
 -
 �'�& �
 �� �
�'���
 � �����
� ���� �� ��������� �"�� ���%���
 �
 �����,����� �
 ��� �������
�
�� �
�� �����
 �
 �� �
�#������
 �� �� ��%���
��
 -
� ������'�
� ��
 ���� ������ �����
�
�



� ������
� �� ���� �� � ��
�

��� ��� ������� ��� �
� �����
� ���� ��
��
� 
� �� ����
��
�� 
�&8���
 �
� ������'
� �=��
��
� !� 
������ �Z��
 �
 ���
���
� �� �
�'���
 ����
$ ����
�
�� 
� 
&������ �
� ������'�
� �"
&��������� �
 ������
��
 �
 ����
� .��� �
��$ ���� ����� ����
��� ��� ��
� �� ���
 �
� �����
� �������������� U %�� V �����,
�� ��'��$ ����� �
��,
 �
�& �)�
� �
 �����
� �"��������� � �
�& ����
����� �
������,
��� 
&����� 
� �
�& ����
����� �"������'�
 �"����
������
 ��8���
 
	� ������� �� ����	���#���
�� !� �"��� �"��
 �����
 �"���
� �
��
����� �
 ����� � �"������'�
 ������
�� �
� �
�#������
� �� �"������
� ��� �
� �����
� ��� �����
� .�� 
&
���
$ �"���
 PA+��� $ �OFA@LG@NF �LLTOBLJ, 
�� ��,� ����
 ��� �

PA =
�PK�OF A 	F�FK* CFH EPE B**O@H LCBHH@�
H LPOOFLGFKFEG

�PK�OF GPGBC A 	F�FK* CFH ABEH CF � FT AF GFHG
	� 
"�	����#������� 1����
���
 ��
 %��
 �
 ����
� �
 �����
 ��
���%�
 
�� ���� ��������
 �����"
&�
�� ���� �
 ����
 �"��
 ��������$ �� ���� ����
�
�� ���� �"��
 ����������� �
 �� ����������
�����
 ��� �
 �)����
 	��'
��
��
�
��$ � �"
�� ��� #���
 �
 �
���
� �� �
� �����
 ������
��� ����
 �
 ��� ��������
 ��%�
��# ��� ���� �� #�� ��"� 
�� ���
����� �
 �� �
����
������ .��
&
���
$ �� �
�� �������
� �� �����
&�� �)���&��
 �
 �� ����
 �
����
 ��� �� �����
�� �
 ���
&��
����$ �� H*
L@�L@G
 �
 �"
&��
����$ �
 ���%�
 �
 ����
� ���� �� %��
 �� �
 ���%�
 �
 ������������ �'����
 �
� ����
� ����
 ����� �
� �
���
� ������
� �� ��� �
� �)����
� �
 �����,
��� +41,$���� ���� ������ ����
� ���� �� ���
 
	� 	
�#��##� ��� ��� �
����#� ;� �������
���� ����
 
� %��
 �
 �����
� ���� �
��������� ���8�
�� �
� �����
� %����
�$ 
�����
�$ �
�������
� �� ��������
� ��
� 
�� �� ��%���
��
 �� �����,
��#��
 � �
 �
�� 
��
�%�
� 
 3
 �
��� �
��
�� ���
 
=
����� ��� ����� �
 %��� AF CB�POBGP@OF +� �"����"�� %��� ���� �� ����%���� 
�� �����
, �� ��� �
� ���
� ����
���� �
� ���
#���� ��
�� 3
 ����$�
 %��� ����� ��
 ����
������ �
 �"
�����
 ��)
��
 �
� �����
�$ �� �
�� ���
� ��"�� �����,
������ ����
 +�������� �� ����+��� ���� �"�#��������, �
����
��
 ��
 ������� ���� ��%���
 ����
 �����,
�� �
 ������ ��� ���
 ����� 
� ������� �
 ���8����
������
 
	������������ ���
	���"����� :� �����,
�� 
�� ����
����� �
 �"������'�
 �� �"� ���� �"� �
��

���
 ��
������ �� ������� � �"��
 �"�� ����
 ������'�
 �� �"��
 �
�'���
 �� �
 �
���
�� ������ �
� ���
� #���
�
��� .�� 
&
���
$ �� �����,
�� ���� �
� ��������
� ��� ��� ������
��� ����� ������'�
 �������
 
� �� 
�� ��Z����
�� �����
 ���� ���
 
����
 ������ ��� �� �
�������� 
�� �� ���� ��
 ����
�����
 ������'���
 ��
��
 1
��
 ����� 
�� �����
�
�� ��
 � �"��
�8�����%��� �
 �� ����������
 
���
 �
� �=��
��� ������'�
�$ 
� ���� �"��
 �
����
 #�0��$ � ��������� �
 �� �
����
������ 
�� � !��"#��$ %&'(��)�"��* +�*+��*�*" �&������"��� %&�����*"�$$���

-
� �����
� ��
 ���� ����� ��� ���� �� �
���� ������
��
 �
 ���� ��� ��Z����� � 
� 
=
�$ �
�&������'�
� �=��
��� �
��
�� ������
 �
� ����
� ����
�$ ��� 
&
���
 �"��
 �����
�� �"
&��
���� #�%�
 -
� �����
� ��
 ���� ������ ��� � �
��
��
�� �
 ������
� �
� ������'�
� �"����
������
 
�&8���
� 
	� 	��	�#������
� �� �� 
����##���� ;��8�
 ��
 �"������'�
 �
��
� �
 �����
 �� �����
&�� �
�� �
����
������ �
 �� ����������
 
 !� ������W� ���
�� ��
$ ���� �
� �
�& �
 �����
� �
 ����
��������
$ �� ���
 '���� � �
 �� �Z����� � �����
���
 �
� ���������� 
� �
� �
������ 
���
�
� ����%��� �
 �
� �����
� 3
 ���%�
��
� �
����
������� ���� �
���
� ������
� ��
 ������
 ��
 ���%���
 � ���� ������ �����
� �
� ���
��& �
 �
����
�$ �
� ��%�
� �
 ������ �� �
� %��
� �
�����,
��� 	��
 � �
 �'�& �
 �� �
����
������ �
��
 ��%�
��#$ � 
�� ���� ����
 ���#���%�
 ��
�"������'�
 �������
 �
� ��������
� �
� ���� ����
� 1
��
 ������� �
��$ ��� 
&
���
$ �
 ������
� ������ �� ���%�
 �
 �
����
� ���� �� ���
��$ �
 ����� ���� �� ��%�
 �
 ������ �� �
 �����,
������� �
 ����
 �
� 41 
	� ����##� �� �	����"���� !��������
 ���� �� ����
�
�� �
 ����
� �
�& �
 �����
�$ 
��
 �
��
� ����$� 
��
 
�� #�%�
$ �
 �
���
 �"������'�
 ���%�
 �� GTE@E($ �
��
����� �"�����
� �
����� ����8



���� �����
������ �� 
	���� �
��
�������� �
����
� � ����
�� �� ����� ���%�
 �"����
������
� .� 
����
 �
 ����
� �
� ����
��� �)�����
�+-�& �����$    , 

	� ����	����� �� �� 
����##��� ���	�#�� 3�����
 �� �����
 �
 (
E
OBC@HBG@PE$ � �"��� �"�%�
��
�� �=��
��� ������'�
� ������
�� �
 ���
 �)�
 �
 ����������
$ ��� 
&
���
 
� ��������� �
�����%��� ���
������� ��� �� ��%�
 �
 ������ ��� ������� ��& ����%��� �������� ��� �
� �����
 ����
&�� �"�� ���
�� �
 �
����
� :�
 ����������
 �� ������
 �
� #�������
� �����
��� HGB�CFH ��
� ��
 ��� �"������'�
 �"����
������
 �=�
 ��
 %���
 ������
 �"���'
����� 
� �
������� 
	� ����	"���#"�� 1
 �����
 
�� ����%�
 ���� �� %�� ���%�
 �"������'�
� ��� ���
�����
�$ ������8�
�
�� �
� ������'�
� ������#� :� ������'�
 
�� �� A
GFOK@E@HGF �"� ������ �
� ���
� ����������
 �����,����� ��� �
� 
&
���
� ��� ����� � � �
 �"
�� �
� ���
� �����,
��� ���� �
 ��� �
� 41

� ����� �=��
��� �)��
� �"����
������
 :� ������'�
 ������# A
GFOK@E@HGF �=�
 �� ������
 ��
��� ���
�� ����'�����
 �"�-�
��
 ��� �
� ��������� �
 ��� ����
������
 
	������#������ �����
 �� ������� �
 �"������'�
 � �"�����
� � �
� �
�& �
 �����
� �
 �����
 ����
 ;��
 �
 �
���
 '�%��
��
�
�� ��� �� �����
&�� 
&����
 
� #������ �"�� �� ����
��� ��������
�����,��
� � �"������'�
 �� ��& �����
� +��� 
&
���
$ 
��8� 
&����� 
� �
��� �����
 �� ������8���
 ��� ������� �� ���%�
 �
 �����& �� �
 �&
�� �
 �"���
 
, 
	�����	��#� ����	��� -"������'�
 �8�8� %
���$ � ���� �
 �
� �"����
������
$ �"��
 
&�
���
 
&�
��
���� ����
���
 
 !� �
�� �"��� �
 �
�& �
 �����
� �������
����
� ��
��
���� �� ������ �� � ��
����
 �����
 �
 �"������'�
 1
����� �)����
� �� @EGFOBLG@�H ���� ���
������ �
 �"
&�
�� �����"��
 �'��
 �
 �������� �� �
 ����������
 ��
������
 :� ����
 ���� �
 ��
 �
�� ���
 �%��������
����� �"
&�
���
 
&�
��
 -"������'�
 ���
���
8�8� ��
 ����������
 ������
 �
 ��� �����
�����
 ���� ���
 ������� 
 .�� 
&
���
$ �
� ������'�
� �� ������
�� �
 ���%�
�& ��������
����� ����
�� ������ ����
 ����� ���� �Z��
� � �����
���
 
� ���� � ��W���
� 

-
� �����
� ����
 �� ��
��
 �
 ����
�
�� �� �"
&����%��� �
 ���� ��� ���� ��������
� ����
������
� �����,
��� 
�&8���
�$ ��� �
� �
��
�� ����$ ���� �� ������� �
� ���$ ������%�
� 
� �
��� �������� 
�
&�������� 
� ���� �����
�
�� ���
����� �
 �� ����
 �� �
� �
 �����
� 1
��
 ���
 ���� �
���� �
 ,� �������
�� ���� �
 �'����
$ ���� �� �������� �
 �"
&�����$ ��� ��
�
 %��
 �
 ������ ���� �
 �
��
 �
 �
��
 �'��
$ ���� �
 �� ����������� �
 ��� �����
� �
����
������� !�����
���� ������
�� �
 �'�& �
� �
����
������� �
� ����
� ��� ��
 �
 �'�& �
� ���'��
� 
� �
 �
�������
������ ���� ����
�0��� ���� ��� �����
� �
� �
�'���
� �
��
����� �
 ��������
 �
� ����
���%��
��
��
� 
��� ������������ �� ������ �������������
����� ������$ %&�*%)+"��*

1
� ���'��
� ������
�� � ����� �"�� 
��
�%�
 �"
&
���
� �����,��$ �� ��%�
 �� (OB*�F A 	@EATLG@PE
�
��
����� �
 �
�
� ��
 ����%�
 � �����
 +����
 �� ������� �"�� ����', ��
� �
����� ����%��� 
&��8���#� +�
 �
��� ����
�$ �� #���
 �
� ���
���$ �� ��
���� �� �
��$ �������$ �����, -
�� �������� �����
� �����
� ����
 �"��
 �� �������� ������$ �� �
���� �� �
 ���+
��� 
�� ��
 � �
��� ���%�
��
�������� �

� �� �
��
��
�� �
 ���
� �� 
��
�%�
 ����� �
 ����
� �
 ������$
� �� �
��
�� �"������
� � �
� %��
� �
 �����
� �
 �����
 ����
$
� �
� ��������� ������� +����'
�, ���� #���
�
�� ��
������%�
� ��� �� ������
�� �� �� 
&�
�� �������
 ��� ��������
 
� �#�������
$
� �� ���� ����%�
� �
 ���
� ����
�� �
� �����
� '��������
� �
 �=��
��� �)�
� � %���
�$ ���8����#� +�"
��8�8��
 ��� ���� �� 
��
�%�
 ,� �
 ��������, �� ��������#� +
��
�� �� ���������
 �"�� ��� �������
� ��
� �
� ���'��
� ��������
�, 



� ������
� �� ���� �� � ��
�

-
� ������& �
 �������$ ����� 
� �������$ ����� ������
�� �
� ������'�
� �
����
�
�� ����
�+�
��
���
�
�� !3� 
� 1� �, � �� ������
�� �
� ��%�
� ���� �'���
 %����'
 �
����
��
 �� ���
�� �"������%�� ������# 
� �'���
 ���� ����
����� � ��
 ��������� �"������ �� ����#��� ����
� �
� ���
����
� ����%��� ������ 
���
 �
 ���� 
� �� ����
 �
 �"��%�
 -
� ���
��� �
� ����%��� �
��
�� ���
 %���
�$��������
� �� ������
� .��� ����
� �
� ���
��� ������
�$ �� ����
 �
� ������'�
� �
 ������������� ��� ���� �%�
��# �"�%�
�� �� ���%�
 �
 �����
� �
����
�
�� #�%�
 
� ��
 %���
 ��������� �����8���
 
���
 �
� �����
� <�� ����
 ����������$ �"������'�
 1� �$ �� ���
���
 �� ������%�
 ��
���
���,����� �4�� P = (p1, . . . , pn) ��
 ����%���� �
 ���%�%��� �
� �����
�$ ����� �"
�����
 !(P ) �
 ������
 ��� �

!(P ) = −
n

∑

i=1

pi log(pi)
+� �,

4 ���� ������ ��
 ������� T ��� �� %��
 �
 �� ���
�� �"��
 ����%�
 
&����
 X 
� n 
��
�%�
�
T1

�
Tn

����� �"�#������� �
���
 ���� �
��,
� �� �����
 �"�� ����
�� �
 T 
�� �

!�#�(X,T ) =
n

∑

i=1

Ω(Ti)
!(Ti)

Ω(T )
+� �,

�� Ω(T ) 
�� �
 ������� �
 �"
��
�%�
 T  -
 ��� �"�#������� �� � �"����%��
X �"
&���
 ���� ��� �

/��(X,T ) = !(T ) − !�#�(X,T ) +� �,
1
��
 #������ � �
�����
 � #�����
� �
� ����%��� �� ������
�� �� ����� ���%�
 �
 ���
��� .�������
��
� �
� 
=
�$ ������ ������
 �"����
� � �� ����
 �
 /��X��� ��,� ��� �

/��X���(X,T ) =
/��(X,T )4���!�#�(X,T )

+� �,
�� 4���!�#�+9$�, �
���
 �� ��������� �
� 
&
���
� �
��� �"����%�� 9 :�
 ��,���� ����%�
 ����4���!�#� 
�� �

4���!�#�(X,T ) = !(

Ω(T1)

Ω(T )
, . . . ,

Ω(Tm)

Ω(T )

) +� �,
�� {T1, . . . , Tm} 
�� �� ������� �
 � ��� �
� ���
��� �
 9 1� � 
�� ����
��� ���� �"������'�
 5� 1
� ������'�
 �
���
 �� ��%�
 ���� �
��
� �'���
 ���� �
��
� �
 ������
� �"
��
�%�
 �"
&
���
�
� #������ �� �����
 �� �
�%�
 �
 ���� ��������� ���� �"������'�
$ �"����� �� #������ /��X��� .�� ��
 �'��
 �"������
 
����
 ��
 #������ '
������
 �
��
����� �"
���
�$ ���
 � 
� ������ 
��
�"
�� ��� �
���
��
 ��� �"
��
�%�
 �"����
������
$ �"
��
�� �"�� ����8��%�
 ����� �� 
�� ����� �
��������� ��
 #
���
 +����,����� �
 �"��%�
 �
 ������, ;� 
&��������$ � �
 �
��
 ���� ��"� �������� �
���%�
 ���� ���
���
� �
� ����
� �
 �����,����� ������
� 
� �
� 
����)
� ���� �����
� �
� 
&
���
� ���"���
�� ��� ���� �� %��
 ����
 ;�,�$ ����� �� ���'��
 4!.!�5 ���'
� 
� �� $ ����� �� �
��
 �
 �������
 � �
����� �������
����
� ���'��
� ��%��
��
��
� 4��� 
���
� ���� �
 �����$ � 
&��
 �� �
���� ���%�
 �
 �Z������ ����,��
�� �
 �)�
 �
 ���'��
 �� ���� �"��
��%��� � �"
=
��# +�
� �����
� ����8�
����
���
� ��� �
 ���
 ���� ��
�
� ����
�, �� �� ���#��
��
 � �� �����
&�� +�
� ���'��
� ��������
�� ����
�� �
� ��%�
� ����
���� �
���%�
�& �����, -� ���'��
 4!.!�5 ��������
 �� ����� �"��%�
 �
 ������ 
� ����������� ������ ������'
$ �� (OB*�F A 	@EATLG@PE ���� �� ����������� 
�� �"���� �� ���%�
 �
 ����� �
����
�
�� �
���
�� 1
����
� ���'��
� �
 4!.!�5 ��� ��
 �
� ���'��
� �
 �����,����� �������
� ���� ������
� ������ ����
� ����� �5�5/X5 �X�+���������$ �����$ ��
 ���� ����� ����� ���� ��� 
&����
����������� �����
� �
� �����
� �
 �������
���� ��� �
� ���'��
� ������
� 



���� �����
������ �� 
	���� �
��
�������� �

���������	 �
������� ���� ����� �� ������� ��� ����

 PARAMÈTRES - R est l’ensemble des variables exogènes, C la variable endogène (à prédire) de
valeurs c1, . . . , cn, S l’ensemble des exemples d’apprentissage
 RÉSULTAT - T , l’arbre de décision créé
 FAIRE_NŒUD(E,V ) crée un nœud renvoyant la valeur V si la condition E est vérifiée. Si V est
lui-même un arbre, on renvoie la valeur de l’évaluation de cet arbre
 COMPTE(S ,C ,v) renvoie le nombre d’enregistrements de S dont C = v
 ENRACINE(T ,N ) enracine l’arbre N à la racine de T
 ÉLAGUER(T ) utilise une heuristique pour remplacer des sous-arbres par des feuilles afin de
simplifier l’arbre T

�� �  {} !"#$�%FENPJFO M%%M&%'( ���� )��*�	+S ,C ,v-  Ω .�/ !"#$�
 Si C a la même valeur v dans S? 0 12��	34567+89:;,v-%FENPJFO ?'( ���� %  {} !"#$�?OPTNFO N GFC <TF )��*�	+S ,C ,v- ≥ )��*�	+S ,C ,v′- *PTO GPTGF NBCFTO N 	 *PHH@�CF *PTO '? 0 12��	34567+89:;,v-%FENPJFO ?'( ��?OPTNFO I GFC <TF =2�>92���+

D ,S - ≥ =2�>92���+
D′ ,S - *PTO GPTGF NBO@B�CF ?I@ I 	A AF %

�#�B {di|i = 1, . . . , n}
C 	FEHFK�CF AFH NBCFTOH AF CB NBO@B�CF I FG

n
CFTO EPK�OF?OPTNFO

{Si|i = 1, . . . , n}
C 	FEHFK�CF AFH FEOF(@HGOFKFEGH AF � APEG CB NBO@B�CF I NBTG

di? 0 
{}C#D$ i AF E F

n G!�$H
� 0 12��	34567+

D = di , )IJ+R− {D} , C , Si--? 0 ;>�2K�>	+
T ,N -'( C#D$%FENPJFO L�2�6	�+
T -

M"N#$�BOPH QR RPELG@PE )IJ.R@C @S/
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$ ������ � �� %��
 �.�$ �� �
��
�����
 ���
� �
 ����
��& �����,
��� ��� ����
�
�� �� ������� � ����� �
� �
��
���$ 
� �"��%�
� �
� ���������� .��� ������ �����
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 PARAMÈTRES - S représente les données, n est le nombre de cycles de tests, ρd est le
pourcentage de bruit appliqué sur les données brutes et ρe sur les données expertes
 RÉSULTAT - Q, la qualité des règles apprises
 RANDOM(S,τ ) renvoie de manière aléatoire et en les supprimant de S (tirage sans remise), k1

exemples de telle sorte que k1 = τΩ(S) où Ω(S) est le cardinal de l’ensemble S.
 NOISE(S,ρ) perturbe les données en modifiant k2 exemples (permutation des attributs ou des
pixels) de telle sorte que k2 = ρΩ(S)
 LEARNING(D,E) est une méthode d’apprentissage déjà paramétrée qui renvoie un jeu de règles
permettant d’inférer E lorsque l’on a D
 VALIDATION(D,E,R) est une méthode validant une base de règles R par rapport à un jeu de
référence (D, E)
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0 �

C#D$ i AF E F
n G!�$H

 Altération des données d’apprentissage.Datal
@ Expertl/ 0 92>7��.S @ �	
/

 Altération des données de validation.Datav
@ Expertv/ 0 92>7��.S @ E	�/

DataNl
0 4���	.Datal

@ ρd

/
ExpertNl

0 4���	.Expertl @ ρe

/
Rules

0 �	2�>�>�.DataNl
@ ExpertNl

/
Q
0 2��72���>.Datav

@ Expertv @ Rules/
Qµ

0 
Qµ �Q'( C#D$

Qµ
0 Qµ

n%FENPJFO
Qµ

M"N#$�BOPH �R RPELG@PE ��6��.S @ n@ ρd
@ ρe

/



�� ������
� �� ��� ���
��� ��� �
���
��������� ��� �������

1��� � �� � X
����
������ �
 �� �����#������� ��� 51. ���� �
� �
�� ��
���
� ���������
� 

1��� � �� � -
� �����
 ��
���
� ���������
� �
 �"51. ��� �"���
 �
 X.4!4 
��
� �� ������ 
� �� ���������� -� �������� ������
 � ������
� �
� ����
� ��� ��
 ����
��
 %��
�"
&
���
� 
� � ������
� �� ���������� 
���
 �
� �����
� �%�
��
� ��� �
� ����
� 
� �
��
� ���
���
� ����"
&�
�� -
 ����'��
 �
 �� ,���
 � �� ����
��
 �
 ����� �
� �
�& ����%
� ������
� �

� Cdata = {Qd1 , Qd2, . . . , Qdm
}

�
� ��
 Qdi

� ��6��+S $ n $ di
$ �,

� Cexpert = {Qe1 , Qe2 , . . . , Qem
}

�
� ��
 Qei

� ��6��+S $ n $ �$ ei
,

�� �
 �
� �
 ��#��
��
 S � ��� ,&� � ��� �
 �"
��
�%�
 �
 �"���
$ �
 ���%�
 �
 �
��� n � �� 
�
dm



���� ������ ���
�������� ��

0,7

0,75

0,8

0,85

0,9

0,95

0 10 20 30 40 50
Pourcentage de pixels perturbés

P
er

fo
rm

an
ce

 d
u 

m
ei

lle
ur

 c
la

ss
ifi

eu
r

Cdata

Cexpert

1��� � �� � 3���������
 �
 �� ������ 
� #������ �� %��� 

1��� � �� � ;&���� �"��
 ���
 ')�
���
�����
 ���,�
��
�
�� %����
 � ��� 
�
em
� ��� 

.� ���
 ��
 �� ������ �
� ����
� �����
� �����W� �
 � � � � � 
���
 � 
� �� �
 %��� ��
��� �����
� �����
� %���
� �� �
� �����
� 
&�
��
� ;����
$ 
��
 �
 ���%��
 
���
 � �� 
� � � -"�����8�)�
 �
��
�#������
� �%�
���
� 
�� �
 σCdata

� � ��� 
�
σCexpert

� � ��� � ���
 �"
&
���
$ �� ,���
 � �� ����
��
�� 
&���� �
 X.4!4 ���,�
��
�
�� %���� � ��� +��� ������
 �
 �&
�� ���� �
 ��� ���,
� �
� ���
���



�� ������
� �� ��� ���
��� ��� �
���
��������� ��� �������


&����
� 
� �
 ��� �
����%
� �� �'��
 �"���������$ �� �"
�� ��� �
���
 �, ���� ����� �
��� �
� ������'�
� �����������
� �� �
���� ����
���� ���� �
 �'����
 ������ ����
��
 ��������
 +
� �
����0��� �� #������ �	2�>�>� ���� �"������'�
 5� ��� �
� ������'�
�, 
� ��������� �%�
�� �
� �
�#������
� �����
� .� �
�� 
� �������
 ��"��
 ���'��
 �������
 
�� ����%�
 �
�����
� � �� ��
Z�
�� �
����
�
�� ��
�� �
 %���$ ���
 � �� ������ �
 ������
 ���� � ����� �
 �� 1
�)�
 �
 ������� �"
�� ��� #�����
�� �����
���� � �"����� �
 %���$ ������"� �"���
�� ��� �� �
�� �����
$�
��
� � �
����
� ���'��
� �
 ��������
� �4��'$ ����� -"
&������� 
�� �� ������
 � ���� �
� �����&����
���� � �"������'�
$ �� ���� �����
 ����
 
�� ��'��
��
$ ����� ��
 �"����
 ������W� �������
�
�����������
 ��
��
 ��
 ��� �� �
�#������
 �%�
��
 ��� �
� ����
�$ �� �
��
��
 ���
 �
�� �������� ����%��
� �� ����
 �)��� ������� �
 ��&��� �"�#�������� ��'��
��
�$ ��� ���� ����� �
��� ��� 
&��
�����$
� ���� �� ������� �"�#�������� ��"
��
 ������ ������
�$ ���� �
���
��
 
� ���
 �
 �)��'��
$ ���� �
���� �
�����
� ��
 �
 %��� ����
��� � �"
�� ��� �� %��� �����
� 3��� �
� �������� ��
��
�$ �
 %��� 
�� #���
�
�� ������� �� �)�
 �"�%�
� ����� �� ����
��$ �
 ���
�� �
����
��
� ��
 �Z����� �������
����
 ������
�� � 
�� ����%�
 �
 ����
��� �
� ,���
� ������
��
�� �� %��� �������
 �����
 �� �����
� ����
 �
�� ����
��� ���� �
��
 ����
 
� �� �
��
���
Z���
� ��
� �� %��� ��
� -� ���������� �"�� �
� %��� ����� �
����
�
�� �����
&
$ �
� �
��� �
� ����,�%�
� �
 �����
�� ��
��
�
�� ��
� �
� �����
� ��
��
� .��� ��� 
&����
�������$ �� %��
 �
 �����
��"���
� ���� ���� �������� �������� �
 ���%�
�& ��#���� ������
��$ �
� �=��
��
� �
 ��������
�� �
 �������� ��� �� ���
 �%�
���
� ����� �
�����
$ 
� ���� �
� ��
�#
����� ������'����
� .������
� �
 �
����%
� ��� ������'�
�$ ���� ����� �������� �� ��� ��� ���$ 
� �����%������ ��
� �
� 
&�
����
 �
����$ ���� ����
�$ ������
� �� ������
� �� ������ �
� %���
� ��� �
� ���'��
� ��������
������%�
� ���� �
����� ����
�� ����
����& 

��� ����������
1
 �'����
 � ����
��� ��
���
� ��'�������� �
 �����
� %���
� 
� �
 �����
� 
&�
��
� ��
� �
� ����8���
� ������������
� �� �
��� ���� ������
� ���� ����� �� ��
 �
� �����
� ���
�� ���� ������
��
� 
������
&
�$ 
� ���� ����� ����� �� ���
 �
� �Z������ �� �
��
�� �
����%
� �� ������'�
 �
 �����,��8��� 
� ���������� ��
� �
� �������& ���8����
�
��� �����%�
� ���� �
� ����
�� ������ ��
 �
��������8����
�
��� �
��
�� ����
 ��
 �
��
 �"�#������� ���� �
� �����
� 3
� �
�'���
� ���
��
�$ ��8����� �
� �����
� ����8�����
� 
� ����8
&�
��
� �
��
��
�� ���#�� �
 ��������
� �
� �Z������ ����������
�� 
� ���
 �
��� �
 ����
��
� �����&������ 3��� �
����� ���$ ���� �"����� ������ �����
 �"
&����
������ ������
��
 �� �
� 
&����
������� 
=
����
� ��� �� %��� ��
� +�
����
� �
�����������
� ���� �
 �'����
 �,$ �� %��� �������
 �
 �
����%
 ���$ ���
 ������
 �
� �������� �"����
���8���
 �"�� ������'�
 ������# � �
�� ������� ���� #��� 
�� �
�� ��������
 �� %��� +��%���
��
, ;� 
=
�$���� ����� ����
��� �
�& ����
�$ �"��
 ����
����� �"51.$ �"����
 �������� �� ��������
 �
 ���������
��
����� �"�����
� �
 �
��� �
 ��%���
��
 �
� ������'�
�$ ���� ���� ����
���� ���� �
 �����
$ ��%��� ���� 
� ����� ������ ��
$ ������ �
� �Z������ �
�������
� ��
� �"51. ��� ��
 ���
 �
 X.4!4$� ���� ����%�
 �"
�����
� �"�������� �
 ���'��
� �������
� ��� �
� �����
� %����
� -
 �'����
������ ������
 ����
 ������'
 ��� ��
 �
� �����
� ��
 ���� ����� ���
������ ���� �� ��
 
� ����
�
 ����
 ���'�
����
 �"����
������
 



�������� �

�������� �� ���� ��� �����������

��� �������� ��������
5���� �
 ���%�
��
� 
&����
�������$ ���� ����� �������� �"�������� �
� ���'��
� �������
�����
 ����� �����
$ ���� ���� �
�� ������� � �������
 �
� ���%���
� ����� ��� �� �����
&�� �
� �����
���
 ���� ������
� �� �����
 ��%���
 ���� ��������� ���� �
 �'����
 �
� �����
� �
 ����
 ����
�����"����
������
 ���� �
����� �=��
��
� �
����
������� ���� �
� ����
� 
� �
� #�0��� �
 �
� ������
���� �
� �����
� %���
� ���� �%�
�� �
� �����,������ ;� 
=
�$ �
 �
��
� �����
� ���
���
�� �"����
�����#���
 �
� �
����
������� �
� ����
� �,� �
 #����� � �� #�� ��
 %��
 �
 ����������
� ,�%�
 ������� ���
 � �"
&�
��$ �"
��8�8��
 �
��
����� �
� ���%�
�& �����
� ��,�� ���� �� �
���� � � +���
 �,$����
 �� ������'
��%���$ �� ��%���
��
 #��
 ��& �����
� �� �� ��'��
��
$ ���� �"
� ��
� ��
 ��
���
�8��� :�
 #�� �� �
����
������ �'��
$ 
� �
��
�
�� � �
 ���
��8��$ �
� ������'�
� ������� ��������

���
 ��������� ����
 ������'
 �
 ������
 ���������
�
�� �
� ����
� ���'��
� �"����)�
 ��
� 
� ����
 �����
 �����
 �
 �� �������
���� -
� ���'��
� ��������
��
� �
 �����,����� ���
���
��$ � ����� �"��
���
 ���
���
 %���
$ �
� ���������� 
���
 �"
��
�%�
 �
� �&
�� �
 �"���
 
� �
����
� �����
� �'���8���
� ���
 � ��
 ����)�
 ���
����
 �� ��� 1
�
�����$ �
 ����
���� ��� ���
 ������ ������
 �"���

�� ���,�
 �
 �
���8�
 ��"�� �
�$ �"
��8�8��
 ������
 �"�� �'���
 �
 ���
 �������'��
$ �
 ������+�������$    ,$ ���
 �
 ��������� +���
� ����8��'
��
�, 
� �� �=��
��
 �
 �
� ���'��
�$ ���� �������� �����
� �
 �
 ��
 �"�� ����
 �
� O	(CFH AF LCBH�

H@�LBG@PE -
 �)����
 ��� ������
 �
 ��8���
 ��
 �
����
 #���
 �"�#������� �
��
����� �"����
$� ����� �
� ���
� �&
�� ��
 ���� �
 ��� �
� �������� �������
�$ �
� �����
� �'������
� �
� ���
�����
��
� 1
��
 #���
 �"�#������� ��� ���
$ 
� ����$ �
 ���� ����%�
 O
TG@C@HB�CF ��� ��
 ����
 ��������
 �
 �"���
 �� ��� ����
 ����
 �����
 �
 �������'��� �
 �"���
 ����)��
$ ���� �
��� �
����
�8�
� � �'���
 #�� �
 ���� ����
���� �"����
������
 1
� ����
� �
�����$ ����� �� �'��
 �"����
������
$H 	
NBCTFO OB*@AFKFEG +�� ���
��
 
NBCTBG@PE �"��������� �"��
 ����
 ��� �
� �&
�� �
 �"���
 �,� �"
����
���
� �
� �����
� �
��
���
�, 
� �
�� �����
 �
 ����
 �"�#������� ��
�����
 ��
 �
�� ����
�� ���&
� ;�,�$ 
��
� �
����� ���
 KB�@KBCFKFEG H*
L@�<TFH$ �"
��8�8��
 ��"
��
� ��������� �
 ��&��� �
�&
�� �
 �� �����
 ����
��������
$ 
� ������ �� ��&��� �
� �&
�� �"��
 ����
 �����
 -� �'��
 �"����
������
 �
 ��� ���$ �"��
 ����$ ���
 ��
 �� �)�
 �
 �� ���
 �����
 +��� 
&
���
��%��
 �� �����
,$ ��� �
 ���#���
� 
� �"�����
� ��& �����
� �����
� 3"����
 ����$ 
��
 ��� ������
�
� ����
� �
 �����,����� ���� �� �
��� �������%�
$ ��� ���� ���
 �"�����
 #�0�� � �
�� ������ 1
��
�& �
��
�� �����
� �
��
�� �
�%�
� �
 ���
 �%��� �����������
�$ ��� ���� �
����� ���� ��� �
����%�
��
� ���'��
� �
 ������� 
� �
 �������� �� ��� ��� ��
� 
� ����
 ���� �
���
 �����
 �
 ���
�#������
 �
� ����
� ;�,�$ �
� ����
� ������
� �
���
�� ���
 H@K* CFH$ �"
��8�8��
 ��
 �
 ���%�
 �
 ��������
� ��"
��
�����
�� �,� �
 ������
� �
� �&
�� ��� ���
 ���� ����� -
� �������
� ������� �
� ����
� ����
����� �� ��
��
 �"��������� 
� 
&��������$ �
�� ������'
��%��� �
��
����� �� ������
��
 �� �� ��
 �
��



�� ������
� �� �������� �� ���� ��� ����������
�

���� �
 �� ����������
 
&�
��
$ 
� �
�� ������
 ���
��
��
 ���� �� ������������ ;� 
=
�$ �
 ������������� �
 �
� ����
� �
 �����,����� ��� ���
 �
�� ���������� ���� �� �����
 �� �� #����
��
 �"����)�
�
� ���
� 
�� ��
���
 
� �������
 +��� 
&
���
$ ���� �� �
���� �
� -�& ����, 1
�
�����$ ��� �
������� ��
 �
� ��������
� �
 �����
� �����
� � +�� �"��
 �
����
 �����
 ������
�� �
 �� ������ �
����������, �
��
������ ��
 ���������� �����
 � �
�� �
�� 
� 
=
� ���
���
 �
� �������� �
 ���
 �
 ��
+���
$ �����$ �������� �"���������$    ,$ �� �
 ��
�� ����
� #���
��� 3�� ����$ � �"��� �
 �������
 � �
�& ��
����� 
��
��
��
� �
� ��
��
� ���� �
� �
��
��
� �
����
������� ���� �
� ����
� �
 �����,����� 

� ��
�� ���� �
� �
��
��� ������'�
� ���� �"����
������
$ �� ���������� 
� ��
���
��
�
�� �
��Z�
�
�� �
 �
� ����
� �
 �����,����� 


-� ������
 � �� ��
���
 ��
���� 
�� �"�%�
� �
 �
 �'����
$ ����� ��
 �"����
 �
�� ���
�����
 �����
 �'����
 ������ 

Données brutes

Données expertes

Matériel

• cropping, égalisation
• corrections 

atmosphériques
• suppression des 

bandes bruitées

• conversion dans un 
format acceptable

• sélection des jeux 
d'apprentissage et de 
test

Prétraitement

Extraction
Base de 
Règles

Extraction de règles

Statistiques
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Validation :
• Comparaison
• Evaluation

Image brute

Image classifiée

ClassificationBase de
Règles

Exploitation

Image classifiée par l'expert

Validation
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�
 �"���
 .��� �'���
 �&
�

p $ �� �����,����� fci
(p) +�
��� �"������'�
, ���� �� �����
 
&�
��


ci

�� ��� �$ ��� �$ ���� �
�����
�
�� ����%�
 �

fci
(p) = {0, 1} ���� i = 0, . . . , n ��
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 R est une règle de classification et Γi (i = 0, . . . , n) est une population de règles

 Création d’une règle en fonction des exemples
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/
Γi+1

0  )����	�	>�.Γi
@ pχ

/
∪ )�*�	.Γi

@ 1 − pχ

/
Γi+1

0  �6�2���>.Γi+1
@ pµ

/
 Nouvelle génération de règles
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51 =D

432 == DD

0441
min

1max1 =−=−= DDDN

07654 ==== GGGG DDDD

2232 === NGG DDD

232 == NN DD
0... 114 === NN DD
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11 =⋅
++=⋅
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DDDD
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31 =D

232 == DD
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1max1 =−=−= DDDN

011 == NG DD

41 =D
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mn,1 · · · mn,n
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Nombre de règles activées
par un échantillon :

0 1 2 3 4 5

1��� � � � 1���
 �
 �
�����
�
�� ���� �� ���
 �
 4����%���� 
-� �������� ����'��
 ����
 ����
�� �
� ���������� ����
�����
�$ ��� �
� ��������
� �
 ���������
��
��
�� ��
 ������������ ���� ������
 �� ����
���� �
 �������� ���� �
� 
&������ ���� �� ����
������
 



�� ������
� �� �������� �� ���� ��� ����������
�

���� �� �	
�

��# �� ��������
�
3=��
��� ��������
� �
 �������� ��� ��� ������� �� �
� �"��
 ����
8#���
 �����
 ����� +��� $

�BC@ABG@PE �CBG�POK$ ��� �"���
&
 >,$ �,� �"�%�
�� ��
 �
���
 �
 ������ ���� �����
 ��� �"����
������
��8���
$ ������
�� ����
����� �" 
&����%��� �
� ������'�
�$ �����
 �� #�� ����
 �
 �� ���
 ��,�
���� �� �
���� � � ���� ����� ����� �
� �������
� ��� �PCA@E(�PTG$ ���PCA LOPHH�NBC@ABG@PE +�������������
 �
k ��������,$ �PPGHGOB**@E( 
� �BL��E@�E(  .� ������� �
� ����,
� �
 ����8����
������
 ����
 ���
 �
 �
� �������
� 
�� �
 ����
� �=��
��� ����
������
� ����
��#� �,� �
 ������
� �"
��
�� �
������������ 
� ������� ��
 �
���
 �
 ������ ��
������
 ���� �
��
� ����
���
� ���� �
��
 �
����$
� ��� 
��
� �
��
�� 
&'%
� ����
��� 
��
�%�
� �
 ����
� �
 ������ ��������
 �Q����'$ ����� -� �������
 �
 �������� �����
 �

k �������� �.������+ 
� �� $ ����� �
����
 �"����
������
 k #����� �
 �
� �
 �����
� �����
� ������� 
� k �������� .���
��� �������
� ���� ����%�
� � 
� �'�������� �'���
 #�� �"��
 �
� �������� ���� �
� �
��� 
� �
� k − 1 �
�����
� ���� �"����
������
 +������
CFBNF�PEF�PTG,$ �� 
� �
��������
N < k �������� ���� �
� �
��� 
�

k−N �������� ���� �"����
������
+������
 CFBNF���PTG, 1'���
 ������� 
�� ���� �����
 
� �������� ���� TEF 
&����
������ 
�
� ����
������
 ���� k − 1 
&����
������� -� ���
 ,���
 
�� �� ��)
��
 �
� ���
� �%�
��
� �����'���
 
&����
������ 1
� ���
� ���� ����
�� �������
� 
� �������
Qaccur

$ ��� �"��
& �
 κ 
�� �����
�������� -� �������
 �� �PCA@E(�PTG 
�� ��
 �������� �����
 ��������
 � �
�& �������� �
 ����
��=��
��
� -
 �PPGHGOB**@E( �4'�� 
� ��$ ����� 
�� ��
 ����
 �������
 �������
 ���� ����
��
 �
� ��'���������"����
������
 
� �
 �������� ���� ���
������� �������
�
�� ;����
$ �
 #�������
�
�� 
�� �
 ���
��
 ���� �� �������
 ��
 �PCA@E(�PTG -
 ������� ������ 
�� �
 #�� ��
 �"�� �
�� ����
� �
� �)��
��"����
������
 
� ���%�
 �����$ ���� ��
 �"�� 
����
 �����
 �"��
�����
 �
 ���,���
 �
� �
���
� �
������ �����"� �� ����
 �����
 .� �
�� ����� 
&����
 �� �
� �
 ����
� �
�#������ :�
 ������
 ������
� ������
� k �
�& �"����
������
 �������� ���� �'���� �"��
 ��������� �"��'�������� ���� �� '��������� �
 �
� �
 �����
�$ 
� ��������� ��� �
� ��'�������� ����� �
 �����
 �����
�
�� �������
 -
� �
�&�
 �
�� ����
��������� ���� ��������� ����
�
�� �"
&
���
� +��
��, �� �"��� ��� ��� ����� -"������
�� �
 �
��
� �� ��%���
��
 �
 �"������'�
 ��� ��
 �� ������� �
 ������������ -
 ���%�
 �
 �
�&$ �
������
 
� �� ��������� �"
&
���
� �������
� �
 ���� ��� ����
� ��� �
 ���%�
 �
 �����
�$ �
 �� 
�� �������
$ ��� 
&
���
$ ������
 �
 ���%�
 �
 ��������� �
���� 
�� #�%�
 ;�,�$ ��
 �������
 ���� �����
$ �
 �BL��E@�E($ 
�� ����8�����
 �� �PPGHGOB**@E( �� � �� ������
CFBNF�PEF�PTG �
 �� �������� �����
 �4'�� 
� ��$ ����� !� �"��� �
 ��
� �������
�
�� �� ��'����������� �� ��������$ �"����
���
 ��� �
 �
��
 
� �
 �
����
��
� ������ �"����
������
� ��
 ����� 3
�������
� 
&��
�� 
� ����� ����
��� ��'�������� ���� �
��
 +�
� �
�& �
 �����
� ����� ����� ����
��%�
��
 ����
�� ����
��� #�� �
 ���
 ��'�������,$ �� 
� ����� �
� ��'�������� ���� �"
��
�%�
 �"����
�8�����
 ������ ��
 ���� �� �������� 1
�
�����$ �
 �PPGHGOB**@E( 
�� ����� ���� ������
� �"
��
�� �
������������$ ����� ��
 �
 �BL��E@�E( 
�� ����� ���� �
���
� �
 %�� �"��
 �
���
 � �
� �
���
� �"�8����� Mk
���� �������
� ��� �'���
 ����8
��
�%�
 �"��'�������� ��� 
��
� ���� �������
� � �� �
���
 M�%�
��
 ���� �
 �
� �����
�$ �,� �"
���
� ��� %�� :�
 ����
 �������
 ��� ����8����
������
 
&��
$ �� �
��
 �"�-�
��
 �"�� ��������
 �
 �"����
�8�����
 ������ ��
 �"��'����������
 �
� 
&
���
� !� �"��� �
� ����%
� X.1 ���� �
� �������� ���� ������
 ������
 

���� �� �
�	�# ���
-� ����%
 X.1 +��� $ %FLF@NFO )*FOBG@E( '�BOBLGFO@HG@L, 
�� ��
 �
���
 ��������
 ���0�
 ���� �
�����
� ���� ���� ����
� ��
 ��
 ����8��
��& �"�� �
�� �	
��$ ���� -��� 
� �� $ ����� -
 �
�� �
 �
������
��
� ��"��
 �
��
 �����
 +
� �� ���8�����
, !� �
�� �����
 �
 1−Qspe

+
� �%����
, 
� �
 Qsens
+
��������
, -� ����%
 
�� ������
 � �� ��������
 p � �� ����
�� ���� �
 ����
� Γp = Φ(Γ0, p)


�� �������
��� �� ���� ����
Γ0

+����
�������� � �� ���� �
 ��#��
��
 ����� ��
� �
 �
� �"����
������
,$ ���
�� ������� ��� �
 �
� �
 �
�� -� #������ �
 ��������� Φ ��� ��
 �
 ��������
 p ���
�� ���
 �'����
 �
��
 ����
 ��
 ���� p = 0 $ �
 �
�� �
 ����
 ��
 �
� ������
� ������
� +Qsens = 1 − Qspe = 0, 
���
 ���� p = 1 $ �
 �
�� �
 ����
 ��
 �
� ������
� �����
� +Qsens = 1 − Qspe = 1, .���
��� ����%
�



���� ���������� ��
�
��
�� ���
 �������
� 
� ������� �
� ��������
� �=��
��� 3"����
� �
���
� ) ���� ����
�� ������
�$����
 �"��
 ���� �� ����%
 +�� ��� ���
 �� ���� �����
 ����%�
, �� �� ������
 ACd

+�� ��� ���
 ������ �����
 ����%�
$ ��� �� ,���
 � �, ACd
�
���
 �� ������
 
���
 �
 ���� �����
� �
 �� ����%
 X.1
� �
 ����

(0, 1) 
�� �������� ����
 �
 �����,
�� ���#�� ;��
 
�� �������
 ��� �

ACd = 1 −
√

p · (1 −Qsens)2 + (1 − p) · (1 −Qspe)2
+� ��,

Trop de faux positifs
(ang., false alarm)

Trop de faux négatifs
(ang., missed hits)

speQ−1

sensQ

0 1

1

1C
2C

dAC

0=p

1=p

1��� � � � ;&
���
 ��'������
 �"��
 ����%
 X.1 
� �"��
 �
���
 ������
 
4�� �� ,���
 � �$ �
 �
�� C1

�
���
 ���� �
 #��& ����#� 
� �
 #��& �����#� ���� �� ��������
�
�����# +p → 0,$ � 
�� ���� ����
����� ���� �
 A@B(EPHG@L +�
 �������� 
�� �
��
�� � �
 �
�� 
�� �%������ �� ��'������� �����, � �"��
��
$ �
 �
�� C2
�
���
 ���� �
 #��& ����#� 
� �
 #��& �����#� ������ ��������
 ���� ����
 +p → 1,$ �
 �� 
�� ����
����� ���� �
 A
*@HGB(F +
� �
��
� �� %������
 ��������
 �
� ���$ �
 �
�� ����� �
��
�� 
� ��� �
 �
��%��� �����
 ��� �"����
������ �� ��������
, � ���
�"
&
���
$ ���� ��� ����
� �
 ���$ ���� ����� #�� ����
������
 p � �� ��
Z�
�� �
 ������� �
 �� ����
�� �����
 �
 ��,���� �� �����,
��$ ��� 
&
���
 �� ���#��
 �
� �=��
��� ��
�����
�$ ��� �"
�� �� ���������� � %
������ �
 �
����
������� ��
 ���� ����� �'��
� 

��� ����������
���� ����� ����
��� �
� ������ ����
����� �
� �=��
��� ���%���
� �
 �����,����� � �������
 +�BOA$HP� G$ -��� �� � ��
�����
� -���,$ ������ ��������
� ���� �� ���
 �
 �
��
 �'��
 -"
&��
��
 �
 �
��=��
��� �)�
� #�0���
 �
 #�������
 �
� ����
�$ � �� #�� �� ��
�� �
 �� �
����
������ �
 �
��� ��������$
� �� ��
�� �
 �� �
����
������ �
 �� ���
 �
 ������ ���� �� �����,����� 3
� �������� ���� �
������,������ �
 �)�
 �BOA$ HP� G �� -��
� ���� ���� �����
� 
� �������
����$ ��� ���� ���������$���� �
 �'����
 ������$ �� ����
�� �)�
 �"������'�
 ���� �
� �����,������ � ��
�����
� -��� ��
��
 ��
����$ ���� ����� ����
��� ��
 �
����
������ �
 ����
 �������
 ��� ��"��
 �
�������
 ������ �
���� �
 ����
 �
 ������ ��� �� ���
 ���� ����� ���� ��,� �"������'�
 ������� �� ����
�����
 ������
��
 �
� ����
� 3
 ���� ����
� ������ ����
����� �
 #�������
�
�� ������� �
� ������
����������
� �
��
�� ���
 ������� ���� �"���
&
 1$ ��� ��
 ���� ��� ��%������� �����$ ���� *�����+



�� ������
� �� �������� �� ���� ��� ����������
�


� ����$ ����� *�����+ 
� ����$ ����� ���� 
� �� $ ����� 	��
 � �
� ������'�
� �����������
����� ������ ���� �"
&����
� ���� �� �
��� ������ ����$ ���� ����� ������ ��
 ���
 �
 #���
��� �������������
� �� �����
&�� ������'���
 �
 ����
 �)����
 ������
��$ �
����� ��������
� �� ��
�� �
�������
��� �������
� �� �
 �"������'�
 ��8���
 �
��
�� ��
��
�� #�����%�
�
�� ;�,�$ �� �
����
�
���� � ��� ���
���
 � �� ����
������ �
� �=��
��
� �
���
� �
 ������ 
� ��������
� �
 �������� ������ ������ �� �
� �
� ��
�� ������'�
� ����
���� ���� �
 �'����
 ������$ ��� �� �
 �������� ���
���
 ���
������ ���� �'���� �"
�& ���� ����� ����
��� �� ������� �
� �
�'���
� �����%�
� �������"����
������
$ 
� �
�� �� 
� �������� 
� ������
� ��� �� �����
 �"����
$ ��� � �� �
����
������ �
�����
� �,� �
 �
��
� �
�� ������ �� �
��� ����
 %��
 �
 ���������� ���� ����� ����
���� �
� %��
��'�����
� ���
����
� ���� �%���
� �� �
������� �����
 �
� ������'�
� �"����
������
 



�������� �

����������� �� �	
�����
���

��� ������������
�� ��  ! �"#$� !  !%  &'#(!)$!% *�+�&$#% !$ ,+&-�!%%!% *�! ).�% +/.)% (!)0.)$(#!% +/!0 �!%  &/!(%!%(!1(#%!)$+$&.)%2 ).�% +/.)% 1(#,#(#  #/!�.11!( 1��%&!�(% +11(.03!%  &%$&)0$!% 0+( ).�% )"!) +/.)% $(.�/#+�0�)! *�&  &%1.%+&$  "�) 1.$!)$&!� %�4%+55!)$ #$!) � 1.�( %"+�&6)!( %�( $.�% ).% 0(&$7(!%8 9 1+($&( ! �"#$� !  !% (!1(#%!)$+$&.)%2 ).�% +��.)% /.&( *�! 03+0�)!  "!��!% %"+ (!%%! : �) $;1!  ! 1(.-�75! &'#(!)$8 �.�% #$� &!(.)%  .)0 �!% .1#(+$!�(% 6#)#$&*�!% !$ �!%  &/!(%!% ,.)0$&.)%  "#/+��+$&.) *�& �!�(%.)$ +%%.0&#!%8 ��)  ! 1(#%!)$!( : �"�$&�&%+$!�( �) 5. 7�! �)&*�! !$ 1+( 0.)%#*�!)$ 0.3#(!)$2 �+ $.$+�&$# !% +�6.(&$35!%  .)$ ).�% +��.)% 1+(�!( + #$# <=>?@ABCDE= %.�% �)! 1�+$!F,.(5! �)&*�!2 ).55#! GHIJKL/.&( �"+))!M! NO *�& (#1.) : $(.&% .-P!0$&,% Q LRO +-%$(+&(! �! ,.(5+$  !%  .))#!%  "!)$(#! L&5+6!%2$!M$!%2 -+%!%  !  .))#!%2 888O !$  ! %.($&! L0�+%%&�0+$&.)%O2 LSO +-%$(+&(! �! 1+(+5#$(+6! !$ �! �+)0!5!)$  !% &'#(!)$!% 5#$3. !%  "+11(!)$&%%+6! !$ LTO !) 1(.�$!( 1.�( 1(.1.%!(  !% 5. 7�!%  ! /+�& +$&.) 6#)#(&*�!%5+)&1��+)$ �)+�!5!)$  !%  .))#!% !$  !% 5#$3. !%  "+11(!)$&%%+6! +-%$(+&$!% L1+( !M!51�! �+ /+�& +$&.)0(.&%#! !%$ �) $!� 5. 7�!O8 U�&%*�! $(7% $!03)&*�!2 ).�% )!  #$+&��!(.)% 1+% &0& �! ,.)0$&.))!5!)$ !M+0$ ! 0!$$! 1�+$!F,.(5!8��)  "+11.($!( �)! (#1.)%! /+(&#! +�M 1(.-�75!%  ! 0�+%%&�0+$&.)  "&5+6!%2 0"!%$F:F &(! +�M 1(.F-�75!% VA@W2 DXY ?2 Z.�% .� 1+( &)$!(/+��!% Z.�%2 ).�% +/.)%  #/!�.11# *�+$(! $;1!%  ! 5#$3. !%  !0�+%%&�0+$&.)  &'#(!)$!% *�! ).�% !M1.%!(.)%  +)% �!%  !�M %!0$&.)% 1(&)0&1+�!%  ! 0! 03+1&$(!8 [+)%03+*�! 1+($&!2  !�M +�6.(&$35!%  &'#(!)$% %!(.)$ 1(#%!)$#%8 \+ 1(!5&7(! 1+($&! L%!0$&.) ]8SO  #$+&��! �!,.)0$&.))!5!)$  !% +�6.(&$35!% + +1$#% +�M 1(.-�75!% *�! ).�% *�+�&�!(.)%  ! 0�+%%&*�!% !$ *�! ).�%1(!) (.)% 0.55! (#,#(!)0!  +)% �+ %�&$!8 ^!% +�6.(&$35!% %.)$ + +1$#% +� $(+&$!5!)$  ! 1(.-�75!%  !$;1! VA@W .� DXY?8 \!% +�6.(&$35!% _`a !$ b`cde2 �!% (!1(#%!)$+$&.)% *�"&�% 5!$$!)$ !) f�/(!2 +&)%&*�! �!% .1#(+$!�(% 0.((!%1.) +)$% %!(.)$  #$+&��#%8 g� %"+6&$  "+�6.(&$35!% 1!(5!$$+)$  ".-$!)&(  !% (76�!% ! 0�+%%&�0+$&.) 1!(,.(5+)$!%2 5+&% ).5-(!�%!%  +)% �! 0+%  ! b`cde8 h)�)2  +)% �+ %!0.) ! 1+($&!L%!0$&.) ]8TO2 ).�% + +1$!(.)% �!% +�6.(&$35!% 1(#0# !)$% +� 1(.-�75!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) Z.�!8 �.�%1+(�!(.)% ).$+55!)$  ! _`ab2 �)! !M$!)%&.)  ! _`a !$  ! ijJkilm2 �) +�6.(&$35! : -+%!  ! 1(.F6(+55+$&.) 6#)#$&*�!8 U.�( �! �!0$!�( ).) &)&$&# +�M +�6.(&$35!% #/.��$&.))+&(!%2 ).�% +/.)%  #0(&$ �!%1(&)0&1+�!% ).$&.)% �!% 0.)0!()+)$  +)% �"+))!M! ^8

��n op�q��rs �tuvv�r���ssuwr u�uv�prs x yu �yuss�z�u���� {|}~
����� �&���������� ���
������� el�j��lmKJK��m �l� j��Il�

_`a L� �== �X O !%$ �) +�6.(&$35! 1!(5!$$+)$  ! ,+&(!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) DXY?8�.�% 1(#%!)$.)%  +)%0!$$! 1+($&! !$ �!% 1+($&!% %�&/+)$!% �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!% +&)%& *�! 0!($+&)!% ,.)0$&.)% 6#)#$&*�!%8
¡¡



¡� �������� �	 �
�������� �� �
������������

\! �!0$!�( &)$#(!%%# 1.�((+ %! (#,#(!( : ���&(&)2 S��S� !$ : ��.(0�+� !$ ��&(&)2 S��T-� 1.�(  "+�$(!%&),.(5+$&.)%8\!% (76�!% 5+)&1��#!% 1+( _`a %! /!��!)$ %&51�!% !$ !M1(!%%&/!%2 5+&% 1!(5!$$+)$ $.�$  ! 5�5! "+-.( !( �)! 0!($+&)! 0.51�!M&$#  +)% �!%  .))#!%2 1+( !M!51�!  ! 0!��!% #/.*�#% %�( �+ �6�(! T8�L1+6! ]�O2 : 1(.1.%  !% +%1!0$% 5��$&1�!% *�! 1!�$ (!/�$&( �) %1!0$(!  ! �+ 5�5! 0�+%%!8 _`a +%%.0&!: �) #03+)$&��.) 0+(+0$#(&%# 1+( �) �=<?= @ D�=<?@AB L!)%!5-�!  !% /+�!�(%  ! (+ &+)0!  ! 0!$ #03+)$&��.)1.�( 03+*�! -+) !O �"&)%$+)0!  ! �+ 0�+%%! $3#5+$&*�! 0.((!%1.) +)$!8 ^3+*�! (76�! !%$ &) #1!) +)$! !% +�$(!% !$ )! $(+&$! *�"�)! %!��! 0�+%%! : �+ ,.&% L�!% !M!51�!%  !% +�$(!% 0�+%%!% %.)$ : 03+*�! ,.&%0.)%& #(#% 0.55!  !% 0.)$(!F!M!51�!% 1+( �"+�6.(&$35!  "+11(!)$&%%+6!O !$ (!1(#%!)$! �) %!�� &) &/& �6#)#$&*�!8 \+ %$(�0$�(!  !  .))#!% 0+1+-�!  ! 5#5.(&%!( �)! $!��! +%%.0&+$&.) !%$  #0(&$! 0&F !%%.�%8h) 0�+%%&�0+$&.) DXY?2 �+ 1+($&! �A<?CX>�  !% (76�!% &) &*�! �+ 0�+%%! %.�% �+ ,.(5!  "�) +$$(&-�$).5&)+$&,8 ^.)0!()+)$ �+ 1+($&! �<X>WC?CX>�2 +1(7% 1��%&!�(% !%%+&%  ! %$(�0$�(!% �#67(!5!)$  &'#(!)$!%2).�% +/.)%  #0& # *�"!��! (!1.%!(+&$ %�( �+ ).$&.)  "C>?=@�ABB= D�=<?@AB8 �) $!� &)$!(/+��! !%$ �) 0.�1�!  !).5-(!% !)$&!(%2 !)$(! � !$ �+ /+�!�( 5+M&5+�! 1.%%&-�! 1.�( �) #03+)$&��.) !$ 1.�( �)! -+) !  .))#!LS]] 1.�( �!% #03+)$&��.)%  #�)&% %�( � -&$%2 �]]T� 1.�( �!% #03+)$&��.)%  #�)&% %�( R� -&$%2 !$0O2 *�&1!(5!$  !  #0.�1!( �"!%1+0!  !% /+�!�(% %1!0$(+�!% !)  !�M !%1+0!% Q 0!��&  !% /+�!�(% %.�3+&$#!% 1.�( �!%#03+)$&��.)%  "�)! 5�5! 0�+%%!2 !$ �! (!%$!8U.�( 6#)#(+�&%!( 0! 0.)0!1$ !$ 5&!�M 0&-�!( �!% 0�+%%!%2 ).�% +'!0$.)% : 03+*�! -+) !  &%1.)&-�! +)% �"&5+6! -(�$! �) !)%!5-�!  "&)$!(/+��!% #/!)$�!��!5!)$  &%P.&)$8 \+ ,.(5!  #�)&$&/!  ! �+ 1+($&!
�<X>WC?CX>�  "�)! (76�! !%$ �+ %�&/+)$! Q

�<X>WC?CX>� := E1 ∧ E2 ∧ E3 ∧ . . . ∧ En
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≤ bj ≤Mij

O8\!% &)$!(/+��!% [mij
;Mij
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La règle découpe deux paquets 
de même densité

Valeurs des pixels (0 à 100)
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Déterminé automatiquement 
pour avoir des paquets de 
même densité.

]45;33[]24;2[ ∨
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Après le croisement Après la fusion

]67;55[]36;24[]13;10[ ∨∨
]93;81[]53;48[]27;7[ ∨∨

]67;55[]53;48[]13;10[ ∨∨
]93;81[]36;24[]27;7[ ∨∨

]67;55[]53;48[]13;10[ ∨∨
]93;81[]36;7[ ∨
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Mutation

Bande Intervalle Bornes

Suppression

Ajout Découpage

Déplacement Modification [A;B]

A ou B A et B

Suppression
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Données : images, etc.

Détecteurs Effecteurs

max

discount délai = 1+

Algorithme
Génétique

[P] Population Set[P] Population Set
règle p ε F

#  # [0;1][3;7] : C2 43 .01 99
[2;3][5;8] #  # : C1 32 .13 9
# [3;5] #  # : C4 14 .05 52

[0;1][3;5][2;5]# : C2 27 .24 3
# [1;5] # [1;7] : C4 18 .02 92
[2;3]#[2;3][2;3] : C3 24 .17 15

[M] Match Set[M] Match Set
règle p ε F

#[][][] : C2 43 .01 99
#[]## : C4 14 .05 52
[][][]# : C2 27 .24 3
#[]#[] : C4 18 .02 92

[A] Action Set[A] Action Set
règle p ε F

#073 : C2 43 .01 99
207# : C2 27 .24 3

[2,0,7,3]

[PA] [PA] Prediction ArrayPrediction Array
action prédiction(p,F)

C1 ∅
C2 42.5
C3 ∅
C4 16.6

p : prédiction de récompense
ε : erreur de prédiction
F : fitness

[A][A]--11 Action Set précédenteAction Set précédente
règle p ε F

#0## : C4 14 .05 52
#0#3 : C4 18 .02 92

Activation

Covering
Operator

Sélection de
l'action

C2

C2 Gratification

Récompense

Mise à jour des
• Prédictions
• Erreurs
• Fitness

Echantillon brut

Valeurs du pixel

Echantillon expert

Classe

Environment

��	
 ]8� � �(03&$!0$�(!  � %;%$75! b`cde8
+11!�#8 ^!��&F0& 0(#! �) 0�+%%&�!�( *�& !%$ +0$&/# 1+( e !$ *�& %1#0&�! �"�)!  !% /+�!�(% 5+)*�+)$!%8 U.�( �)
�A?<V �=?  .))#2 b`cde 0.)%$(�&$ �)! �@=WC<?CX> A@@A� �U�� !) !%$&5+)$ �+ (#0.51!)%!  ! 03+*�! +0$&.)1.%%&-�!8 �+%&*�!5!)$2 �U�� !%$ 0.)%$(�&$! : 1+($&(  ! �+ 5.;!))!2 1.) #(#! 1+( �+ 	 ?>=DD2  !% /+�!�(%  !$.�$!% �!% 1(# &0$&.)%  ! (#0.51!)%!  !% 0�+%%&�!�(%  ! ���2 1.�( 03+*�! +0$&.) 1.%%&-�!8 [�(+)$ �+ 13+%! "+11(!)$&%%+6!2 b`cde 03.&%&$ �)! +0$&.) !) �$&�&%+)$ �+ %#�!0$&.) 1+( �+ (.�!  ! (.��!$$! L+11(.03!3&%$.(&*�!2 ��.��+) 2 R�¡]� ��$� !$ �&�%.)2 S��S�O .� �+ %#�!0$&.) 1+( $.�().& L+11(.03! 5. !()!2 ���$�!$ +�82 S��T�O8 [�(+)$ �+ 13+%!  "!M1�.&$+$&.)2 �"+0$&.) amax

+;+)$ �+ 1��% 6(+) ! /+�!�(  ! 1(# &0$&.)ULamax
O !%$ 03.&%&!8

������� Hj�m$��l �l I&J��jlmK���J�l �Jj jlm��j$lklmK
b`cde 5!$ : P.�( �+ 1.1��+$&.)  ! (76�!% +1(7% 03+*�! &)%$+)0!  "#03+)$&��.) *�& 1+(0.�($ �!%;%$75!8 \.(%*�! �"+0$&.) 03.&%&! !%$ 0.51+(#! : �"#03+)$&��.) !M1!($2 �)! 6(+$&�0+$&.) .� 1#)+�&%+$&.) !%$1!(��! !$ �!% 1+(+57$(!%  ! $.�% �!% 0�+%%&�!�(%  ! �"�<?CX> �=? 0.�(+)$ ��� L$.�% �!% 0�+%%&�!�(%  ! ���*�& %1#0&�!)$ �"+0$&.) �)+�!5!)$ 03.&%&! 1+( b`cdeO %.)$ 5&% : P.�( !) 0.)%#*�!)0!8\! �X�=@C>
 ��=@A?X@ %"+%%�(! *�! $.�$!% �!% /+�!�(% 1.�( �!% +0$&.)% %�%0!1$&-�!%  "�$(!  #0�!)03#!%1+( �) #03+)$&��.)  .))# %.)$ (!1(#%!)$#!% 1+( +� 5.&)% �) 0�+%%&�!�(8 \.(%  ! %.) +11!�2 03+*�! +$F$(&-�$  � ).�/!+� 0�+%%&�!�( 0(## !%$ &)&$&+�&%# !) �$&�&%+)$ �) 1+(+57$(! ).55# <X�=@�@A>W *�& %1#0&�!�"&)$!(/+��! 5+M&5+� +�$.(&%# 1.�( �) +$$(&-�$  .))#8



�	�	 ������� � �������������� �������� � 
� �
������������ ��N� �]
h)%�&$!2 �"�� !%$ +11!�# (#6��&7(!5!)$2 !) ,.)0$&.)  "�)! 1(.-+-&�&$#  !  #0�!)03!5!)$ θGA

2 0.)%&%F$+)$ : 0(.&%!( .� : 5�$!(  !% 0�+%%&�!�(%  ! �U�2 1�&% �) ).�/!+� 0;0�!  #-�$!8 \.(%  ! �"&)%!($&.)  "�)0�+%%&�!�( =>YA>? L+)682 X�D�@C>
O  +)% �+ 1.1��+$&.) �U�2 �!% 0�+%%&�!�(% !M&%$+)$% ��& %.)$ 0.51+(#%8 �& �)0�+%%&�!�( 1��% 6#)#(+� !%$ $(.�/#2 0"!%$F:F &(! *�& =>
BX�=� �"!),+)$2 0!  !()&!( !%$ #0+($# !$ �+ > �=@XDC?�L+)68O  � 0�+%%&�!�( 6#)#(+� !%$ +�65!)$#8 \! 1+(+57$(!  ! > �E@XDC?E� &) &*�! *�! �! 0�+%%&�!�( !%$1(#%!)$ /&($�!��!5!)$ 1��%&!�(% ,.&%  +)% �+ 1.1��+$&.) L&� !%$ ).55# �A<@X�<BADDC	= @O !$ )! %!($ *�":(# �&(! �".00�1+$&.) 5#5.&(! 1.�( �! $(+&$!5!)$  ! 6(+) % P!�M  !  .))#!%8
������
 c�Il$K��m �l� j��Il�

^.55!  +)% _`a2 �! 5�5! #03+)$&��.) 1!�$ +0$&/!( 1��%&!�(% (76�!% *�& 1!�/!)$ %1#0&�!(  !% 0�+%%!% &'#(!)$!%8 h) 0�+%%&�0+$&.) DXY?2 0! 0.51.($!5!)$ !%$ +$$!) �8 h) 0�+%%&�0+$&.) VA@W2 ).�% �$&�&%.)% &(!0$!5!)$ �!% 1+(+57$(!%  !% 0�+%%&�!�(% 1.�( ,+&(! �) 03.&M �)&*�!8�.�% +/.)% 1(.1.%#  !�M 5#$3. !%L�A�X>	W=>? !$ �<X@=�X>	W=>?O  +)% 0! -�$ Q
R8 [+)% �+ 1(!5&7(!2 %!��!% �!% (76�!% *�& .)$ �)! /+�!�(  ! 1(# &0$&.)  ! (#0.51!)%! #�!/#! %.)$#�&6&-�!%8 \! %!�&� 1.�( 0!$$! /+�!�( 0.((!%1.) : �+ 5.&$&#  ! �+ 6(+$&�0+$&.) 5+M&5+�! *�! �"!)F/&(.))!5!)$ 1!�$ /!(%!(8 h)%�&$!2 �+ 0�+%%! �+ 1��% ,(#*�!)$! 1(#%!)$!  +)% �"�<?CX> �=? ��� !%$(!)/.;#!8S8 \+ %!0.) ! !%$ -+%#! %�( �"& #! *�! �!% 0�+%%&�!�(% &)$#(!%%+)$% .)$ �)! /+�!�(  ! 1(# &0$&.) #�!/#!5+&% )".)$ 1+% #$# 0(##% (#0!55!)$8�) 5#0+)&%5! !M&%$!  +)% b`cde 1.�(  .))!( +�M 0�+%%&�!�(%).�/!+�MF)#% �)! 1(# &0$&.) 5.;!))! 5+&%  #P: ,.($!2 5+�6(# �!�( C>=�E@C=><=  �! : �!�( P!�)!

�6!2 +�)  "#/&$!( *�"&�% )! %! ,+%%!)$ #�&5&)!( +� $.�( %�&/+)$8 �.�% 0+�0��.)% +�.(% �)! ).$! *�&$&!)$ +�%%& 0.51$!  ! �+ 	 ?>=DD8 U.�( �)! 0�+%%! c !$ �) 0�+%%&�!�( r  .))#%2 0!$$! ).$! !%$ 0+�0��#! ! �+ ,+�.) %�&/+)$! Q
Sr =

∑

Pr ∗ Fr
∑

Fr

L]8¡O
. Pr

!%$ �+ /+�!�(  ! 1(# &0$&.)  ! �+ (76�! !$ Fr
%+ 	 ?>=DD8 \+ 0�+%%! 1.%%# +)$ �+ 5!&��!�(! ).$!!%$ (!)/.;#!8

\+ %!0.) ! 5#$3. !  .))! 6#)#(+�!5!)$  ! 5!&��!�(% (#%��$+$% *�! �+ 1(!5&7(!2 0+( �! ,+&$  ! $!)&(0.51$!  ! �+ 	 ?>=DD  ! 5+)&7(! 1(.6(!%%&/! 1+( (+11.($ : �+ 0+1+0&$#  ! 1(# &0$&.)  ! (#0.51!)%!  !%(76�!% !%$ ,+/.(+-�! +�M (76�!% 1!(,.(5+)$!% *�& )".)$ 1+% !� �! $!51%  ! %!  #/!�.11!( ���&(&) !$ +�82 S��]�8^!%  !�M 5#$3. !% )! %.)$ �$&�!% *�! �.(%  ! �+ 13+%!  "!M1�.&$+$&.)  "�)! 1.1��+$&.)  ! (76�!% +11(&%!%!) 0�+%%&�0+$&.)  ! $;1! VA@W2 0! *�& 0.((!%1.) $.�P.�(% : �"&)$(. �0$&.)  "�) -&+&%  #,+/.(+-�! 0+( �+$!03)&*�!  "+11(!)$&%%+6!  ! b`cde2 *�& &)$!(+6&$ +/!0 �) !)/&(.))!5!)$ !M$!()! !$ �)! 1(#%!)$+$&.) !% #03+)$&��.)% $.�( : $.�(2 !%$ 1��% 1(.03!  "�) +11(!)$&%%+6!  ! $;1! DXY?8
����� ��������

\+ %$(�0$�(!  !% (76�!%  "_`a !$  ! b`cde !%$ �)+�!5!)$ (!�+$&/!5!)$ -+%&*�! Q
�� �<X>WC?CX>� JI�j��<BADD=�

h��! !%$ )#+)5.&)% 0.51+0$! !$ (!%$! �) -.) 5.;!)  ! 0+1$�(!( �+ 0.51�!M&$#  !%  .))#!% $.�$!) (!%$+)$ �&%&-�!8 9 $&$(!  "&���%$(+$&.)2 ).�%  .)).)% �) !M!51�!  "�)! (76�! 1(. �&$! 1+( _`a 1.�(0�+%%&�!( �!% &)%$+)0!%  "�)! 0�+%%!  ! /#6#$+$&.) 5+(&)! L�! � >< DO Q
(435 ≤ B0 ≤ 1647) ∧ . . . ∧ ((365 ≤ B74 ≤ 4023) ∨ (15643 ≤ B74 ≤ 48409)) ∧ . . . ∧ (668 ≤ B79 ≤

4413) ⇒ �^\��� 	�)0�%�

�
 	
��
� ������	 ��� ���������
�	� ����
���
�� ���� �� ��		���	��
 �������
 ��� �
� ���� ����
����� � ��
 �����	���


��
�����	
 � ��� 
�
���
� ����	
�����
 �� ���� ������� �� ����
��� �����	 ���� �����
 
�	�
� ���� �
� ������
�	�	���� ��	�
��
��



�� �������� �	 �
�������� �� �
������������

. Bi
!%$ �+ /+�!�(  ! (+ &+)0! 1.�( �+ -+) ! i  � 1&M!� 0.)%& #(#8^!$$! (76�!  ! _`a 0.51(!) �� 0.)P.)0$&.)%  .)$ �)!  &%P.)0$&.) 0.)0!()+)$ �+ -+) ! ¡� 5+&%!��! (!%$! 1��$	$ !M1(!%%&/!8 ��( �! 5�5! !M!51�!2 �"+�6.(&$35! b`cde )#0!%%&$! ST�� (76�!% 0.51(!)+)$

�� 0.)P.)0$&.)% 03+0�)! 1.�( +$$!&) (! �+ 5�5! 1!(,.(5+)0!8 h) ,+&$2 �) 6(+) ).5-(!  ! 0!% (76�!%%.)$ & !)$&*�!%2 5+&% �"+�6.(&$35! b`cde )#0!%%&$!  "�$(! 1+(+5#$(# : ST�� (76�!% 1.�(  !% (+&%.)%  !0.)/!(6!)0!8 �)! 0.51+(+&%.) 1��%  #$+&��#! !)$(! �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!%  ! _`a !$  ! b`cde !%$,.�()&!  +)% �! 03+1&$(! ¡ +&)%& *�! �"#$� !  ! �+ 1!(,.(5+)0!  ! 0!% (76�!%8 ^.)0!()+)$ �+ $+&��! &51.($+)$! !% -+%!%  ! (76�!% 1(. �&$!% 1+( b`cde2 �! 03+1&$(! %�&/+)$ %! 1(.1.%!  "#$� &!(  !% $!03)&*�!%  !%&51�&�0+$&.)8 �.�% ).�% &)$#(!%%.)%2  +)% �"&55# &+$2 :  !�M (!1(#%!)$+$&.)% + +1$#!% : �+ 0�+%%&�0+$&.)Z.�!8
��� op�q��rs �tuvv�r���ssuwr u�uv�prs x yu �yuss�z�u���� ���r

��$(! �! 1(.-�75!  ! �+ 0.51�!M&$#  ! �+ -+%!  ! (76�!%2 �"!M1�.&$+$&.)  "&5+6!% %+$!��&$!% : 3+�$!(#%.��$&.) %1+$&+�! !$ %1!0$(+�! 1.%! �) +�$(! 1(.-�75! Q 0.55!)$ +((&/!( : $(+&$!( �+ 6(+) ! *�+)$&$#  ! .))#!%  &%1.)&-�!% L/.&( �+ %!0$&.) T8�8RO2 $.�$ !) !M1�.&$+)$ �!% 5!%�(!% $(7% 1(#0&%!%  !% $3#5+$&0&!)%!M1!($% � U+( !M!51�!2 : 0+�%!  ! �+ ,+&-�! (#%.��$&.)� 2 !) �.)! (�(+�! 0.55! �(-+&)!2 �) 5�5! 1&M!� 1!�$0.)$!)&(  &'#(!)$!% %.($!%  ! /#6#$+$&.) %.�/!)$ !) (!�+$&.) %;5-&.$&*�! �!% �)!% 1+( (+11.($ +�M +�$(!%L�C=BO8 \!% 1.�(0!)$+6!%  ! 0.51.%&$&.)  ! 0!($+&)% #03+)$&��.)% %.)$ 0.))�% !$ 1!�/!)$ �$(! �$&�&%#%1.�(  #$+&��!( �! 0.)$!)�  !% �C=BD !$ 1+%%!(  ! �+ (#%.��$&.)  � 1(.-�75!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) VA@W : 0!��& ! �+ 0�+%%&�0+$&.) Z.�! L >�CC>
O8 \"!%$&5+$&.)  ! �+ 1(.1.($&.) (!�+$&/!  !%  &'#(!)$% 0.)%$&$�+)$%  !%$;1!%  ! $!((+&) 1(#%!)$%  +)% 03+*�! 1&M!� 1!(5!$$(+&$  ".-$!)&(  !% 5. 7�!%  ! �C=BD 1��% 1(#0&%8[+)% 0!$$! %!0$&.)2 ).�% 1(#%!)$.)%  !�M  ! ).% +�6.(&$35!% + +1$#% +�M 1(.-�75!%  ! 0�+%%&�0+$&.) ! $;1! Z.�!8 \! 1(!5&!(2 _`ab ���&(&) !$ �.(0�+�2 S��]-�2 !%$ �)! !M$!)%&.)  ! �"+�6.(&$35! _`a21(#%!)$#  +)% �+ %!0$&.) ]8S8R2 !$ 1!(5!$  ! 1(. �&(!  !% (76�!% 1�+$!%2 5+&% 1!(5!$$+)$  "&)$#6(!( �)!!M1!($&%!  ! $;1! 0�+%%&�0+$&.) 1+( &)$!(/+��!% Z.�%2 0! *�& 1!(5!$ : �"!M1!($  !  #�)&(  !% &)$!(/+��!% ! 0.)�+)0! 1.�( �!% 1.�(0!)$+6!%  ! 0.51.%&$&.)  !% %1!0$(!%  !% 0�+%%!%8 \! %!0.) 2 ijJkilm2 !%$�) +�6.(&$35! : -+%!  ! 1(.6(+55+$&.) 6#)#$&*�! 6�& #! 1+( �)! 6(+55+&(!2 +/!0 �) !)%!5-�!  ".1#F(+$!�(% %�4%+55!)$ /+%$! 1.�( +�$.(&%!( �)! 6(+) ! %.�1�!%%! : �"!M1!($ �.(%  ! �+ ,.(5+�&%+$&.)  !%!% !M1(!%%&.)%8 �) $(.&%&75! +�6.(&$35! + #$#  #/!�.11#2 Hj��ilm2 *�& 1.%%7 ! �!% 5�5!% 0+(+0$#(&%F$&*�!% *�! ijJkilm2 %+�, 1.�( �+ 0.)%$(�0$&.)  !% &) &/& �% 6#)#$&*�!%2 *�& ,+&$ +11!� :  !% 0.)$(+&)$!%1+( 1(.-+-&�&$#% 1��$	$ *�! 1+( 6(+55+&(!8 ^.55! 0!$ +�6.(&$35! !%$ $(7% 1(.03!  ! ijJkilm ).�%)! �! 1(#%!)$!(.)% 1+%  +)% �)! %!0$&.) &%.�#!2 5+&% ).�% 5.)$(!(.)% �!�(%  &'#(!)0!% �.(%*�! 0!�+ %!(+1!($&)!)$8
����� �&���������� ����
��
���� _mKj��$K��m

\+ (!03!(03!  "�)! %.��$&.) +� 1(.-�75!  ! �" >�CC>
 1+%%! 1+( �+  #�)&$&.) 1�&% �"+ +1$+$&.) +�1(.-�75! 1.%#  "�) 0�+%%&�!�( 6#)#$&*�! 1(!)+)$ 0.55! 1+(+57$(! �!% /+�!�(%  ! (+ &+)0!  "�) 1&M!�L#03+)$&��.) -(�$O2 !$ (!)/.;+)$ !) %.($&!2 1.�( 03+0�)!  !% 0�+%%!% +11(&%!% A �@CX@C2 �+ 1(.1.($&.)  ! 0!%0�+%%!%  +)% 0!$ #03+)$&��.)8 \+ (!1(#%!)$+$&.) 03.&%&! 1.�( 0! 0�+%%&�!�( 1!(5!$  "!)0. !(2 %.�% �+ ,.(5! ! 0.)$(+&)$!%2 �+ 1�+6!  ! /+�!�(% + 5&%%&-�!%  � %1!0$(! 1.�( 03+0�)!  !% 0�+%%!%8 ^!% 0.)$(+&)$!% %.)$!) ,+&$  !% 0.)P.)0$&.)%  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%2 %.&$  !% 3;1!(F(!0$+)6�!%  +)% �"!%1+0!  !%  .))#!%8^!$$! (!1(#%!)$+$&.) 1!(5!$$(+&$ : �+ 0.))+&%%+)0! +11(&%!  "�$(! ,+0&�!5!)$ (!1(#%!)$+-�! :  !% �)%  !1(#%!)$+$&.) !$  ! /+�& +$&.) : �) !M1!($ 3�5+&)8 \+ 1(#%!)0!  !  &%P.)0$&.)%  +)% �!% 0.)$(+&)$!% 1!(5!$ ! (#%.� (!  !% 1(.-�75!% ).) �&)#+&(!%8 h)�)2 0!% (76�!% %.)$ #/+��+-�!%  &(!0$!5!)$ %�( �!%  .))#!%2%+)% )#0!%%&$!(  ! 1(#F$(+&$!5!)$% 1(#+�+-�!%  ! �"!)%!5-�!  ! �"&5+6!2 !��!% %.)$  .)0 (+1& !% 1.�( 0�+%%!( ! ).�/!��!% &5+6!%8
��� ��	� �
 �������
 �
 ���
 ����� ��
� ��
 ������	��� ��
��
� ��� �
� �
	�	� ����
�	� �
�	�����	� �
��
�	 �������	�


���������� ���	��
�� ���	���� ���	�



�	�	 ������� � �������������� �������� � 
� �
������������ �
��� �¡
��
���� el�j��lmKJK��m �&m $IJ���#lj

^.)$(+&(!5!)$ : _`a2 �) 0�+%%&�!�( L&) &/& � 6#)#$&*�!O !%$ 0.51.%#  "+�$+)$  ! (76�!% *�"&� ; + ! 0�+%%!% : $(+&$!(  +)% �!%  .))#!% !M1!($!%8 \+ (!1(#%!)$+$&.)  "_`ab %�&$  .)0 �)! +11(.03!  !U&$$%-�(632 1��$	$ *�!  ! �&03&6+) L/.&( �+ %!0$&.) S8�O8 h) !'!$2 �+ 0�+%%&�0+$&.) Z.�! %! 0+�0��+)$ 1+(�+ 1.%&$&.)  ! $.�$!% �!% (76�!%  +)% �"!%1+0!  !%  .))#!%2 &� ,+�$ ,+&(! #/.��!( 0!% (76�!% !) 1+(+��7�!8\"+11(!)$&%%+6! %! ,+&$  .)0 !) 1+(+��7�! 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!%8 ^3+*�! (76�! 0.)$&!)$ +�$+)$  ! 0.) &F$&.)% *�"&� ; +  ! -+) !%  +)% �"&5+6! : $(+&$!( .�  "+$$(&-�$% !M.67)!% 1.�( 03+*�! #03+)$&��.) L/.&( �+�6�(! ]8¡O8

Intervalle

Condition
R1 R2 ...

Individu

C1 C2 C3 C4

a

b

c

d

e

f

g

Classe K1 Classe K2

�
1 � �� P ∈ (a ∨ b) ∧ c

���	� 
��
 �� �� ������ K1

���� P ��
� ����

�
2 � �� P ∈ (d ∨ e ∨ f) ∧ g

���	� 
��
 �� �� ������ K2

���� P ��
� ����8 8 8 8 8 8
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 ]8¡ � N&6�(!  ! 6+�03! Q (!1(#%!)$+$&.) 6#).$;1&*�!  "�) &) &/& � 6#)#$&*�!  ! _`ab L0.51(!)+)$1��%&!�(% (76�!% Ri
O8 N&6�(!  !  (.&$! Q (!1(#%!)$+$&.) %#5+)$&*�! +%%.0&#! : �"&) &/& �8

\!% 0.) &$&.)% %.)$ �&#!% !)$(! !��!% 1+(  !% 0.)P.)0$&.)%2 1+( !M!51�! (a ∨ b) ∧ c 8 ^3+*�! 0.) &F$&.) 1.($! �) ).5-(! /+(&+-�!  "&)$!(/+��!%2  .)$ �!  .5+&)!  ! /+�!�( !$ �! $;1! L(#!�2 !)$&!(2 -..�#!)O #1!) !)$  !%  .))#!% : $(+&$!(8 \!% &)$!(/+��!% %.)$ �&#% !)$(! !�M 1+(  !%  &%P.)0$&.)%8 ^3+*�! (76�!(!1(#%!)$!  .)0 �)! 0.)$(+&)$! %.�% �+ ,.(5!  "�) 3;1!(F(!0$+)6�! 1.�( �)! 0�+%%!  .))#!8�)!  .))#! !%$ &$! !) � �A?<VC>
 �A@YAC?� %& �"!)%!5-�!  !% /+�!�(% (!%1!0$!)$ �+ 0.)P.)0$&.)  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%1.�( �)! 0�+%%!  .))#! !$ %! $(.�/! 3.(%  !% &)$!(/+��!% 1.�( �!% +�$(!% 0�+%%!%8 U+( !M!51�!2 %"&� ; + ]0�+%%!% : +11(!) (!2 �) �A?<VC>
 �A@YAC? 1.�( �+ 0�+%%! S 1.�((+ �$(! (!1(#%!)$# 1+( �)!  #0&%&.)  � $;1!
{0, 1, 0, 0, 0} 2 0.51(!)+)$ �)! /+�!�( 5+M&5+�! 1.�( �+ 0�+%%! !) *�!%$&.) !$  !% /+�!�(% 5&)&5+�!% 1.�(�!% +�$(!% 0�+%%!%8 U.�( 1!(5!$$(! +�M &) &/& �%  !  #0(&(!  !% 0.)0!)$(+$&.)%  ! 0�+%%!% 1�(!%  &/!(%!%%.�% ,.(5!  ! 1.�(0!)$+6!% 0.)$&)�%2 �) 0+�0��  ! 0.((#�+$&.) !%$ !'!0$�# �.(%*�"�)!  .))#! )! (!%1!0$!1+% �!% &)$!(/+��!%  "�)! (76�!  .))#!8 \! (	�!  ! �"+�6.(&$35! #/.��$&.))+&(! !%$  "+ +1$!( �+ $+&��! !$ �+1.%&$&.)  ! 0!% 3;1!(F(!0$+)6�!% +�) *�"&�% %! 0.),.(5!)$ +� 5. 7�!  ! 0.)0!)$(+$&.) �M# 1+( �"!M1!($8 \!%1+($&!% 0.) &$&.)%  !% (76�!% #/.��+)$  ! 5+)&7(! &) #1!) +)$!%2 &� !%$ 1.%%&-�! 1.�( �"&) &/& �  "+'!0$!(�)! 0.)0!)$(+$&.) )���! .� 5+M&5+�! : $.�$!% �!% 0�+%%!% : �+ ,.&% L�! 0+% #03#+)$O2 .� -&!)  !  #0.�/(&(  !%0�+%%!% *�& %! (!0.�/(!)$ 1+($&!��!5!)$ .� ).)  +)% �!%  .))#!% L+$$(&-�$% 0.((#�#%O8 \+ %!0$&.) %�&/+)$!1(#%!)$! �!% $!03)&*�!% *�! ).�% +/.)% �$&�&%#!% 1.�( *�+)$&�!( �! �A?<VC>
  "�)! (76�! !$  .)0  "�)&) &/& � 1.�( �) 1&M!�  .))#8
��
���
 �$K�'JK��m �&ml j��Il

\+ ,.)0$&.)  ! �A?<VC>
 M(R,P ) = r !%$  #�)&! 1.�( 03+0�)!  !% (76�!% R 0.51.%+)$ �) &) &/& �!$ (!)/.&! �) (#!� 0.51(&% !)$(! � !$ R 0.((!%1.) +)$ : �+ 1(.1.($&.) r  ! 0�+%%! 1�(! 0.)$!)�!  +)% �! 1&M!�
P = [p0, . . . , pi, . . . , pn]

L
n !%$ �! ).5-(!  ! -+) !%O8 \"+11�&0+$&.)  "�) &) &/& � %�( �) 1&M!� 0.)%&%$! :+11�&*�!( �!%  &'#(!)$!% (76�!% 0.)$!)�!%  +)% 0!$ &) &/& � !$ : (!0�!&��&( �!%  &'#(!)$!% 1(.1.($&.)% 1.�(
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03+0�)!  !% 0�+%%!%8 U.�( 03+*�! &)$!(/+��! Ii = [ai; bi]
L
0 ≤ i ≤ nO  ! �+ (76�! R 2 �+ ,.)0$&.)M(R,P )

,+&$+11!� : �)! ,.)0$&.) M(Ii, pi)
*�& 1!�$ �$(! *�!�0.)*�!2 5+&% *�& 1(!) %.) 5+M&5�5  +)% �"&)$!(/+��!

[ai; bi]
8 \.(%  "�)!  &%P.)0$&.)  "&)$!(/+��!%2 �+ /+�!�( �+ 1��% 6(+) !  ! M !%$ (!$!)�!8

1

0,5

Match(I,P)

Valeur de bande

a b2a-b 2b-a

��	
 ]8� � �!1(#%!)$+$&.)  "�)! ,.)0$&.) %+$&%,+&%+)$!  ! �A?<VC>
 M(Ii, pi)
1.�( �) &)$!(/+��! [a; b] .))#8

\+ ,.)0$&.) *�& + #$# (!$!)�! !) !M1#(&5!)$+$&.) !%$ 0!��! 1(#%!)$#! %�( �+ �6�(! ]8�8 h��! !%$  #�)&! ! �+ 5+)&7(! %�&/+)$! Q

M(Ii, pi) =







1 %& pi ∈ [ai; bi]
bi−ai

bi−pi

%& pi � ai

bi−ai

pi−ai

%& pi � bi

L]8�O
. pi

!%$ �+ /+�!�(  � 1&M!� P 1.�( �+ -+) ! i !$ [ai; bi]
�!% /+�!�(%  ! �"&)$!(/+��! 0.((!%1.) +)$  #�)& +)% �"&) &/& � 6#)#$&*�!8M /+�$ R 1.�( �) �A?<VC>
 1+(,+&$ !$ $!) /!(% � %&).)8^!$$! ,.)0$&.) + �+ 1+($&0��+(&$#  "�$(! �)&*�!5!)$  #1!) +)$!  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!%2  .)0&) #1!) +)$!  ! �"#03!��!  !%  .))#!%8 \"+�6.(&$35! #/.��$&.))+&(!  !/(+ + +1$!( �+ 1.%&$&.) !$ �+ $+&��! !% &)$!(/+��!%  &(!0$!5!)$ !) ,.)0$&.)  � 0.)$!M$! %1!0$(+� +)+�;%#8 \+ ,.)0$&.) !%$ 0.)%$+)$!  +)%�"&)$!(/+��! [ai; bi]

1.�( )! 1+% &)Z�!)0!( �+ 1!(,.(5+)0!  !% (76�!% %& �+ (#1+($&$&.)  � %1!0$(! )"!%$ 1+%3.5.67)! L3;1.$37%! /#(&�#!O8\+ ,.)0$&.)  ! �A?<VC>
 1.�( �)! (76�! 0.51�7$! R $&!)$ 0.51$!  ! �+ ).$! .-$!)�! 1.�( 03+0�)! !% -+) !% !$ %!  #�)&  ! �+ 5+)&7(! %�&/+)$! Q
M(R,P ) =

ε

√

∑n
i M(Ii, pi)ε

n

L]8�O
. n !%$ �! ).5-(!  ! -+) !% !$ ε !%$ �) 1+(+57$(! 1.%&$&, ).) )�� 0.)$(	�+)$ �"&)Z�!)0!  !% /+�!�(%!M$(�5!%8\! �A?<VC>
  "�) 1&M!� P +/!0 �) &) &/& � 0.51�!$ I !%$  #�)& 0.55! #$+)$ �! /!0$!�( ).(5+�&%# !% ).$!% .-$!)�!% 1.�( 03+0�)!  !% (76�!%  ! �"&) &/& �8 ^3+*�! 0.51.%+)$!  � /!0$!�( &) &*�! �+1(.1.($&.)  ! �+ 0�+%%! 0.((!%1.) +)$!  +)% �! 1&M!� P Q

M(I, P ) =

(

M(R1, P )
∑

i M(Ri, P )
, · · · ,

M(Rk, P )
∑

i M(Ri, P )
, · · · ,

M(Rn, P )
∑

i M(Ri, P )

) L]8R�O
^!$$! ,.)0$&.) %!($ : *�+)$&�!( �+  &%$+)0! !)$(! �!% /+�!�(%  ! �"&) &/& � I !$  � 1&M!� P 8 \! (#%��$+$.-$!)� !%$ : �+ ,.&% �$&�&%#  +)% �+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.) 1.�( ).$!( �"&) &/& � !$ !) !M1�.&$+$&.)2 1.�(0+�0��!( �!% 1(.1.($&.)% !%$&5#!%  ! 03+*�! 0�+%%!  +)% �! 1&M!�8

��
���� G�j�#$JK��m �l� $�m��K��m�
\.(%*�! �!% (76�!% %.)$ 0(##!% .� .)$ #$# 5. &�#!% L1+( �!% .1#(+$!�(%  ! 0(.&%!5!)$ .�  ! 5�$+$&.)O2&� !%$ 1.%%&-�! *�! �!% &) &/& �% )! %.&!)$ 1��% 0.3#(!)$%8 �)! 5. &�0+$&.) +�#+$.&(!  ! �"�)!  !% -.()!% "�) &)$!(/+��! 1!�$ 0.) �&(! Q



�	�	 ������� � �������������� �������� � 
� �
������������ �
��� ��

� : (!) (! �)! -.()! �g� %�1#(&!�(! : �)! -.()! ���2
� : (!) (! �+ /+�!�(  "�)! -.()! &),#(&!�(! .� %�1#(&!�(! : �+ 1�+6! + 5&%%&-�! 1.�( �!% /+�!�(%  !%1&M!�%2� : 1(. �&(!  !% &)$!(/+��!% +�$.F&)$!(%!0$+)$ L!M Q �S] �R�]� ∧ ��� �RRS� !%$ #*�&/+�!)$ : �S] �RRS� !$
�RS �RT�

∧ �R� �R�� : �RS �R��O8_`ab 0.)$&!)$ �)! 1(.0# �(! 1.�( /#(&�!( *�!  ! $!�% 0+% )! %! 1(. �&%!)$ 1+%2 !$ 1.�( �!% 0.((&6!( �!0+% #03#+)$ 1+( �)! ,�%&.) .� �)! &)/!(%&.)  !% -.()!%8 �.�% �"+11!��!(.)%  +)% �+ %�&$! �@X<EW @= W=Y DCX>8
��
���� ���jJKlj �&�m�K�JI��JK��m

\+ 1(.0# �(!  "&)&$&+�&%+$&.)  � 1..� 6#)#$&*�! !%$ 0.)%$(�&$! : 1+($&(  ! �"&5+6! -(�$! !$  ! �"!M1!($&%!L�C=BDO8 �) &) &/& � &)&$&+� !%$ 0(## 1�&% !%$ �$&�&%# 1.�( 0.)%$&$�!( �! 1..� 0.51�!$8 �.$+55!)$2 �!).5-(!  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!% 1.�( 03+0�)!  !% -+) !% !$ 03+0�)!  !% 0�+%%!% !%$ !%$&5# !) $!)+)$0.51$! : �+ ,.&%  ! �"&5+6! !$  ! �"!M1!($&%!8
�.&$ n �! ).5-(!  ! 0�+%%!% 1�(!% !$ m �! ).5-(!  ! -+) !%  +)% �"&5+6!2 .�  "+$$(&-�$%  +)%�!%  .))#!% : +)+�;%!(8 9 03+*�! 1&M!� P 0.((!%1.) �)! !M1!($&%! c1, . . . , cn ∈ R

1.�( 03+0�)!  !%0�+%%!% 1�(!%K1, . . . ,Kn
8 \+ /+�!�(  ! �"!M1!($&%! ci  ! 0! 1&M!� 1.�( �)! 0�+%%! 1�(! Ki

!%$ /�! 0.55! �+0.)$(&-�$&.)  ! �+ /+�!�( pj
 ! �+ -+) ! j  � 1&M!� P 1.�( 0!$$! 0�+%%!Ki

8 h��! %"!M1(&5! 1+( h(pj , j) = cn
8U+( !M!51�!2 1.�( �) 1&M!� P = [1000; 1500; 1300] !$ �)! !M1!($&%! C = [0.7; 0.1; 0.05; 0.03; 0.12] 2 ).�%0.)%& #(.)% *�! �+ 0.)$(&-�$&.)  ! �+ /+�!�( "R���" 1.�( �+ 1(!5&7(! -+) ! !$ �+ 1(!5&7(! 0�+%%! !%$  !¡��8

�& .) %! �M! �)! 0�+%%! Ki
2 �)! -+) ! j !$ �)!  &%P.)0$&.)  "&)$!(/+��!% DI = [a1; b1]∨ . . .∨ [am; bm] 2.) 1!�$ 0+�0��!( �+ 0.)$(&-�$&.) 5.;!))! µ1(i, j,DI)

+11.($#! 1+( $.�$!% �!% &)%$+)0!%  ! 1&M!�% *�&
�A?<V=>? DI !$ �+ 0.)$(&-�$&.) 5.;!))! µ0(i, j,DI)

+11.($#! 1+( $.�$!% �!% &)%$+)0!%  ! 1&M!�% *�& >=
�A?<V=>? �AD DI 8\"+�6.(&$35! %! �M! +�.(% �) 1+%  ! (!03!(03! %�( �"&)$!(/+��! [MIN ;MAX ]  !% /+�!�(% 0.)%$+$#!% !% 1&M!�% 1.�( �)! -+) !  .))#!2 !$ !M+5&)!  ! 5+)&7(! !M3+�%$&/! �"!)%!5-�!  !%  &%P.)0$&.)% *�"&� !%$1.%%&-�!  ! 0.)%$(�&(!8 U+( !M!51�!2 %&2 1.�( �)! -+) ! j 2 �!% /+�!�(%  !% 1&M!�%  ! �"&5+6! %! (#1+($&%%!)$ +)% �"&)$!(/+��! �R �R���� !$ *�".) %"!%$ 03.&%& �) 1+% Pe

 #0.�1+)$ �"!%1+0!  ! (!03!(03! !) S 1+($&!%#6+�!%2 .) /+ !M+5&)!( %�00!%%&/!5!)$ �!%  &%P.)0$&.)% "��"2 "�R"2 "R�" !$ "RR"2 0"!%$F:F &(! (!%1!0$&/!5!)$�!%  &%P.)0$&.)% Q �∅� L/& !O2 � [501; 1000]
� 2 � [1; 500]

� !$ � [1; 500] ∨ [501; 1000]
� L*�& %! (# �&$ !) [1; 1000]+1(7% �"+11�&0+$&.)  ! �+ �@X<EW @= W= Y DCX>O8 U.�( 03+0�)!  ! 0!%  &%P.)0$&.)%2 .) 0+�0��! �+ 0.)$(&-�$&.)

µ1
+11.($#! 1+( �!% /+�!�(% WA>D 0!% &)$!(/+��!% !$ 0!��! Lµ0

O .-$!)�! VX@D  ! 0!% &)$!(/+��!%8 \"+�6.(&$35!)"+ 1��% *�"+ %#�!0$&.))!( �+  &%P.)0$&.) 1(./.*�+)$ �"#0+($  ! 0.)$(&-�$&.) 5+M&5+� ε = µ1 − µ0
2 0! *�&1!(5!$  ! %"+%%�(!( *�! �+ 0.)$(&-�$&.)  "�)! -+) !  .))#! 1.�( �)! 0�+%%!  .))#! !%$ 5+M&5+�!  +)%�+  &%P.)0$&.) !$ 5&)&5+�! : �"!M$#(&!�(8

�) &) &/& �  &$ �6(+&)! &)&$&+�!� !%$ 0.)%$(�&$ !) +00�5��+)$ �!%  &%P.)0$&.)% 6+6)+)$!% 1.�( 03+0�)! !% -+) !% !$ 1.�( 03+*�! 0�+%%!2 %!�.) �+ (!1(#%!)$+$&.) 1(#%!)$#! 1��% 3+�$8 \! 1..� &)&$&+� !%$ !)%�&$!.-$!)� !)  �1�&*�+)$ 0!$$! 6(+&)! !$ !) �+ -(�&$+)$ �#67(!5!)$ +�$+)$  ! ,.&% *�"&� ; +  "&) &/& �%  +)%�+ 1.1��+$&.) &)&$&+�!8^!% 0.)$(&-�$&.)% %.)$  #1!) +)$!%  ! �+ 0�+%%! !$  ! �+ -+) ! +)+�;%#!8 \+ (76�! �)+�! L1.�( �)!0�+%%!  .))#!O !%$ 0.)%$&$�#!  "�)! 0.)P.)0$&.)  !  &%P.)0$&.)% .-$!)�!% 1.�( 03+0�)!  !% -+) !% :+)+�;%!(8 h) 1(+$&*�!2 1.�( !M+5&)!( !M3+�%$&/!5!)$ �) !%1+0!  ! (!03!(03!  #0.�1# !) Pe = 20 1+($&!%#6+�!% L/.&( �+ �6�(! ]8�O2 &� ,+�$ 220 %.&$ �) 5&��&.)  "&$#(+$&.)%2 0! *�& (!1(#%!)$! �) $!51%  ! 0+�0�� ! 5.&)%  "�)! %!0.) ! %�( �)! 5+03&)! (#0!)$!8 [! 1��%2 %!�� �+ 5.&$&#  !% &$#(+$&.)% !%$ (#!��!5!)$!'!0$�#!2 0+( !) &)/!(%+)$ µ0
!$ µ1

2 .)  # �&$ �"&51.($+)0!  !%  &%P.)0$&.)% 0.51�#5!)$+&(!% L1+( !M!51�!2�+  &%P.)0$&.) "R�" %! %�-%$&$�+)$ +�.(% : �+  &%P.)0$&.) "�R"O8 \! ).5-(! 5+M&5+�  "&)$!(/+��!%  "�)! &%P.)0$&.) !%$ -.()# 1+( �!  #0.�1+6!  ! �"!%1+0!  ! (!03!(03! L%.&$ R� 1.�( S� 1+($&!%2 0+( ).�% ,�%&.)).)%�!% &)$!(/+��!% /.&%&)%O8\"�)!  !% 1+($&0��+(&$#%  ! ).$(! +�6.(&$35! !%$ �! ,+&$ *�"&� 1�&%%! 1(. �&(! �) ).5-(!  "C>?=@D?C<=D/+(&+-�!% L+� %!)%  � ).5-(!  "&)$!(/+��!%  +)% �)!  &%P.)0$&.)O2 !) $!)+)$ 0.51$! : �+ ,.&%  !%  .))#!% L !
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�+) ! [&%P.)0$&.) µ1 µ0- � � ���������������������� ������ ������- � R ���������������������� ����	
 ������- � S ���������������������� ������ ������- � T ���������������������� ������ ������- � � ���������������������� ������ ������- � ] ���������������������� ���� ������- � � ���������������������� ���
�	 ������- � ¡ ���������������������� ���

� ������- � � ���������������������� ��	��� ���
��- � � ���������������������� ���
�	 ������- � R� ���������������������� ���
�
 ������- � RR ���������������������� ���
�
 ������- � RS ���������������������� ���
�
 ������- � RT ���������������������� ������ ������- � R� ���������������������� ������ �����- � R] ���������������������� ������ ����	- � R� ���������������������� ������ ���	��- � R¡ ���������������������� ������ ������- � R� ���������������������� �����
 ������- � R� ���������������������� ������ ������

��	
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0.((!%1.) +)$!%  +)% �!%  !�M &) &/& �% : 0(.&%!(8 U.�( 03+*�!-+) ! j 2 �+ 0.) &$&.) C1,K,j
 ! R1,K

2 +&)%& *�! �+ 0.) &$&.) C2,K,j
 ! R2,K

.)$ �)! 1(.-+-&�&$# P0(.%% "�$(! 0(.&%#!%8 \.(%*�! �! 0(.&%!5!)$ !%$ %#�!0$&.))#2 �) &)$!(/+��! !%$ 03.&%& +�#+$.&(!5!)$  +)% 03+0�)! !% 0.) &$&.)% !$ &� !%$ #03+)6#8 h)%�&$!2 �+ �@X<EW @= W= Y DCX> !%$ +11�&*�#! %�( �!% (76�!% 5. &�#!%8
"&���jJKlj �l kKJK��m8 ^!$ .1#(+$!�( !%$ +11�&*�# %�( �+ 1.1��+$&.) !) ,.)0$&.)  "�)! 1(.-+F-&�&$# P5�$  .))#!8 g� !%$ 1(#%!)$ : $(.&% )&/!+�M Q +� )&/!+�  "�)! 0.) &$&.) 0.51�7$!2  "�) &)$!(/+��!.�  !% -.()!%  "�) &)$!(/+��!8\+ 5�$+$&.)  "�)! 0.) &$&.) 0.51�7$! 0.)%&%$! : %�11(&5!(2 1.�( �)! (76�!  .))#!2 �+ 0.) &$&.)0.((!%1.) +)$ : �"�)!  !% -+) !% +/!0 �)! 1(.-+-&�&$# P5�$20.) 8 U��%&!�(% &)$#(�$% Q �+ %&51�&�0+$&.) ! �+ (76�!2 �+ 6#)#(+�&%+$&.)2 !$ �"#1�(+$&.) L�"+�6.(&$35! 0.)%& 7(! 0!$$! -+) ! 0.55! -(�&$#! .� 1+�/(!!) &),.(5+$&.)%O8\! %!0.) $;1!  ! 5�$+$&.) 0.)%&%$! : %#�!0$&.))!( +/!0 �)! 1(.-+-&�&$# P5�$2&)$ �) &)$!(/+��!  +)%�"�)!  !% 0.) &$&.)% C 1�&% : �"#�&5&)!(2 : �! 0.�1!( !)  !�M2 : �! (!51�+0!( %& �! ).5-(!  "&)$!(/+��!%+�$.(&%#% 1.�( 0!$$! (76�! 1+($&0��&7(! + #$# +$$!&)$2 .� : +P.�$!( �) &)$!(/+��!  +)% C 8 \!  #0.�1+6!  "�)
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&)$!(/+��! 0.)%&%$! : 03.&%&( �) 1.&)$  ! 0.�1! +�#+$.&(!5!)$ 1�&% : �!% %#1+(!( %& �!�( $+&��! !%$ %�4%+55!)$�+(6! L1+( !M!51�!2 [10; 100] !%$  #0.�1# !)  !�M &)$!(/+��!% ).) 0.)%#0�$&,% [10; 15]∧ [17; 100] 5+&% [1; 3]!%$  #0.�1# !) [1; 2] ∧ [2; 3]O8 �.) &)$#(�$ !%$  "!M1�.(!( �!% /+�!�(% 0.)$&)�!%  � %1!0$(! !)F !%%.�%  ! �+(#%.��$&.)  � 1+%  ! (!03!(03!  ! �".1#(+$!�(  "&)&$&+�&%+$&.)8h)�)2 �+ 5�$+$&.)  !% -.()!%  "�) &)$!(/+��! +/!0 �)! 1(.-+-&�&$# P5�$2-.()! 5. &�! �!%  !�M -.()!%1+( 6�&%%!5!)$ LDVCY ?O2 #�+(6&%%!5!)$ .� 5. &�0+$&.)  "�)! %!��!  !%  !�M -.()!%  ! �+ ,+�.) %�&/+)$!8�.&$ ω1

!$ ω2
 !�M /+(&+-�!% +�#+$.&(!% (#!��!%  +)% �"&)$!(/+��! [0; 1]8 �.&$ α �+ *�+)$&$#  ! -(�&$ +P.�$#2 β�"+�65!)$+$&.)  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!% !$ γ �! 6�&%%!5!)$  !% &)$!(/+��!%8 �) &)$!(/+��! [a; b] !%$ 5. &�#+�#+$.&(!5!)$ !) [a′′′; b′′′] 0.55! %�&$ Q

L+P.�$  ! -(�&$O
l = α(b− a) a′ = (a− l) + 2ω1l b′ = (b− l) + 2ω2l

L]8RRO
L+�65!)$+$&.) .� (# �0$&.) 0!)$(#!  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!%O

a′′ = (a′+b′)
2 − β(b′−a′)

2 b′′ = (a′+b′)
2 + β(b′−a′)

2

L]8RSO
L6�&%%!5!)$ : 6+�03! .� :  (.&$!O

a′′′ = a′′ + γ(b′′ − a′′) b′′′ = b′′ + γ(b′′ − a′′)
L]8RTO
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�1#(+$!�(%  "+(&$# �8 \! 0.51.($!5!)$  ! 0!%.1#(+$!�(%  #1!)  � ).5-(!  ! -(+)03!% *�& �!�(%.)$ +%%.0&#!%8 \"�$&�&%+$!�(  #�)&(+ 1+( �+ 6(+5F5+&(! �"+(&$#  ! 0!% .1#(+$!�(%8 U+( !M!51�! QS →.1���� A B 2 S → .1���� A B C 2 888
���
 ]8S � \&%$!  !% .1#(+$!�(% +00!%%&-�!% : �"�$&�&%+$!�( 1.�( �!% )f� %  !% +(-(!%8

�".1#(+$!�(  ! 5�$+$&.)8 �& 1��%&!�(% 1.%%&-&�&$#% %! 1(#%!)$!)$2 �! 03.&M  ! �+ (76�!  ! 1(. �0$&.) : +1F1�&*�!( !%$  #$!(5&)# !) ,.)0$&.)  ! 1��%&!�(% 0(&$7(!%2 -+%#% %�( �+ $+&��!  !% +(-(!% !$ %�( �+ 1(.,.) !�(%.�3+&$#!8 \!%  !�M 13+%!% 1(&)0&1+�!% 0.)%+0(#!% : �+ 0.)%$(�0$&.)  !% ).�/!+�M &) &/& �% %.)$ �!% %�&F/+)$!% Q
� [#$!(5&)!( �+ 3+�$!�( H(X) .� �! ).5-(! 5&)&5+�  ! $!(5&)+�M T (X) *�"&� !%$ 1.%%&-�!  "!)6!)F (!( 1.�( 03+*�! %;5-.�! X  +)% �! 5!&��!�(  !% 0+%8� \.(%  ! �+ 0.)%$(�0$&.)  "�) %.�%F+(-(! .�  "�) +(-(! 0.51�!$2  #$!(5&)!( �! %;5-.�! : �$&�&%!( !),.)0$&.)  "�)! 0!($+&)! 1(.-+-&�&$# +�#+$.&(! �&#! : H(X) .� T (X)8\+ 1(!5&7(! 13+%! )"!%$ !'!0$�#! *�"�)! %!��! ,.&%2 : 1+($&(  � 5.5!)$ . �+ 6(+55+&(! + #$#1+(+5#$(#! 1+( �"�$&�&%+$!�(8 ^!$$! 13+%! !%$  #0(&$!  +)% �"+�6.(&$35! ��8 \+ �6�(! ]8RT 1(#%!)$! �)!6(+55+&(! 1+(+5#$(#! : �"+& !  ! �"+�6.(&$35! ��8 \! 1+(+5#$(+6! (!1(#%!)$! �+ 3+�$!�( !$ �! ).5-(!5&)&5+�  ! %;5-.�!% *�"&� !%$ 1.%%&-�!  ".-$!)&( +� 5&!�M  +)% �) +(-(! 6#).$;1&*�!  #(&/#  "�) %;5-.�! .))#8 \"#$� !  !% /+�!�(% 5+M&5+�!% %.)$ 1!� &)$#(!%%+)$!% 1.�( �+ 1��1+($  !% 6(+55+&(!% 0+( !��!%%.)$ &)�)&!%8 \"+�6.(&$35! 0.)/!(6! 5�5!  +)% �! 0+%  ! (76�!%  ! 6(+55+&(! Y BB�@=< @DC�= L!M Q A→ AO .)$ �!% (76�!% %!(+&!)$ +�.(% +�$.5+$&*�!5!)$ &6).(#!%8\+ %!0.) ! 13+%! !%$ !'!0$�#! �.(%  ! �+ 0(#+$&.) !'!0$&/!  !% &) &/& �% .� : 03+*�! ,.&% *�"�) .1#(+F$!�( 6#)#$&*�! .( .))! �+ 0(#+$&.)  "�) %.�%F+(-(!8 h��! !%$ 1(#%!)$#  +)% �"+�6.(&$35! �]8 \"+�6.(&$35!1(!) !) 1+(+57$(! �)! 6(+55+&(!2 �! %;5-.�! ).)F$!(5&)+�  !  #1+($ L%.&$ �! D?A@? D���XB �2 %.&$ �)+�$(!O +&)%& *�! �!% 0.)$(+&)$!%  ! �"�$&�&%+$!�( !) $!(5!  ! $+&��! !$  ! 3+�$!�(  "+(-(!8 \! (#%��$+$  !
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 HAUTEUR(X ) - Sous-fonction de calcul de la hauteur minimale d’un symbole X
 NOTE - H(X) est un paramètre du symbole X

���� h := ∞�� ! <VA = WCD"X><?CX> D W= BA @#
B= X $%�!&���� hc := 0�� ! <VA = <X>"X><?CX> C W= D $%�!&
hc := '�(

(hc,H(C)))* �� !
h := '�+

(h, hc))* �� !,�-��-�.
X / 01 h+ 122222222222222223

 TAILLE(X ) - Sous-fonction de calcul de la taille minimale d’un arbre créé par la dérivation d’un
symbole X
 NOTE - T (X) est un paramètre du symbole X���� s = ∞�� ! <VA = WCD"X><?CX> D W= BA @#
B= X $%�!&���� sc = 0�� ! <VA = <X>"X><?CX> C W= D $%�!&

sc = sc+ T (C))* �� !
s = '�+

(s, sc))* �� !
������.

X / 01 s22222222222222223
 PARAMÈTRE - La liste des symboles L = Vt ∪ Vn d’une grammaire G
 RÉSULTATS - La hauteur et la taille minimale de chacun des symboles de L (grammaire
paramétrée)�� ! <VA = D���XB= X W= L $%�!&�� X =D? ?=@�C>AB %4�!�

H(X) = 0
T (X) = 1��*�*
H(X) = ∞
T (X) = ∞)* ��)* �� !

!5�5�&!
�� ! <VA = D���XB= X >X> ?=@�C>AB W= L $%�!&
H(X) 01 ,�-��-�.

X /
T (X) 01 ������.

X /)* �� !6 �7 89 :& 7 & B=D �A@A�#?@=D W=D D���XB=D W= L AC=>? <X>�=@
E;=>�XC= BA 
@A��AC@= �A@A�E?@E=
<4=�!��>?& @A �X><?CX> B+��CD�����E
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6
789

:;<89 =>?@
:;<A6B C3D@EF =>?@

:;<A6B C3D@EF =>?@
:;<A6B C3D@EF :;GH<7I

:;CJ7G9 :;K9L :;M67 :;M67

:;CJ7G9 :;K9L :;M67 :;M67
:;CJ7G9 :;K9L :;M67 :;M67

NOPQRSRTPUPVWOXQ YZUR[RQ \VOUY ]

Q̂O_WVQ àbc dV eO_QfPQeR XQPRWVd URgehQOPd ijklkmn
QdP fWhSRVd XUOd YQd VOPQR_UYYQd oijp>3kjpqrn k ilp>3klpqrnk imp>3kmpqrns

:;<89
:;<A6B

:;CJ7G9
:;K9L :;M67 :;M67

:;<A6B
:;CJ7G9

:;K9L :;M67 :;M67
:;<A6B

:;CJ7G9
:;K9L :;M67 :;M67

:;GH<7I

��	
 ]8RS � �(+55+&(! �$&�&%+)$ �".1#(+$!�( .1U���8

S → E
E → OEE | V
O → opADD | opMUL
V → opARG | opCST | 5.34

�;5-.�! �L�;5-.�!O �L�;5-.�!O
� T Rh S R
� R R
! R R.1�[[ � R.1��\ � R.1��� � R.1^�� � R]8T� � R

��	
 ]8RT � hM!51�!  "�)! 6(+55+&(! !$  ! %.) 1+(+5#$(+6!8
�"+�6.(&$35! !%$ �) +(-(! 6#).$;1&*�! 0.51�!$ .� �) %.�%F+(-(! *�& 1!�$ �$(! &)$#6(#  +)% �) +(-(! 1��%/+%$!2  .)$ �! $.�$ %!(+ : 0.)/!($&( !) +(-(! 13#).$;1&*�! +/+)$ �"#/+��+$&.)  ! �"&) &/& �8 \"+�6.(&$35!,.)0$&.))! !) 0.)$(+&)$! !M+0$!2 0"!%$F:F &(! *�! �+ $+&��! %1#0&�#! 1+( �"�$&�&%+$!�( !) ).5-(!  ! )f� %%!(+ $.�P.�(% (!%1!0$#! +� 5&!�M8 �& �"�$&�&%+$!�( 03.&%&$ 1+( !M!51�! �)! $+&��! 1+&(! N 2 !$ *�! �+ 6(+5F5+&(! )! 1!�$ 1(. �&(! *�!  !% +(-(!%  .)$ �+ $+&��! !%$ &51+&(!2 &� ; + �)! 1(.-+-&�&$#  ! �8] *�"�)&) &/& �  ! $+&��! N − 1 %.&$ 1(. �&$2  ! �+ 5�5! ,+�.) *�! 1.�( �) &) &/& �  ! $+&��! N + 1 8 U.�( �)!/+�!�( )���! .� )#6+$&/!2 �"+(-(! 1(. �&$ %!(+ �! 1��% 1!$&$ 1.%%&-�!8 �& �"�$&�&%+$!�( %.�3+&$!  !% $+&��!% &/!(%!%2 &�  .&$ 03.&%&( �)! 1�+6!  ! /+�!�(% + 5&%%&-�!%8 �)! /+�!�(  +)% 0!$$! 1�+6! !%$ +�.(% %#�!0$&.))#! ! 5+)&7(! +�#+$.&(! 1�&% 1+%%#! !) 1+(+57$(!  ! �"+�6.(&$35!8 ^!��&F0& !%$ +11!�# +�$+)$  ! ,.&% *�"&� !%$)#0!%%+&(! 1.�( 0.)%$&$�!( %.&$ �) &) &/& �2 %.&$ �) 1..� 0.51�!$8 �&)%&2 &� !%$ 1.%%&-�!  ".-$!)&( �) 1..� .)$ �+ $+&��!  !% +(-(!% 1!�$ �$(! %1#0&�#! 1+(  &'#(!)$!% ,.)0$&.)%  ! 1(.-+-&�&$# Q 0.)%$+)$!%2 �&)#+&(!%26+�%%&!))!%2 !$08\+  #$!(5&)+$&.)  � %;5-.�! ).) $!(5&)+� :  #(&/!( �.(%*�! �"+(-(!  !  #(&/+$&.) +0$�!� !) 0.)$&!)$1��%&!�(%2 0"!%$F:F &(! �! %$;�!  !  #(&/+$&.) (!$!)�2 )"!%$ )& 1+( �+ 6+�03! LB=Y ?�XD? W=@C�A?CX>O2 )& 1+( �+ (.&$! L@C
V?�XD? W=@C�A?CX>O8 h) ,+&$2 ).�% +/.)% .-$!)� �!% 5!&��!�(% (#%��$+$% !) 03.&%&%%+)$ : 03+*�!,.&%  ! 5+)&7(! +�#+$.&(! �! %;5-.�! ).) $!(5&)+�  +)% �"+(-(! !) 0.�(%  !  #(&/+$&.)8 [! 1��%2 0!�+ 6+(+)$&$
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 PARAMÈTRES - Une grammaire paramétrée G, un symbole non terminal A de départ, la taille ou
la hauteur fask souhaitée pour l’arbre
 RÉSULTAT - L’individu créé
 f est le critère à optimiser sur un symbole X , soit H(X), soit T (X)
 CHOIX(L) est une fonction qui choisi de manière uniformément aléatoire un élément de
l’ensemble L
 ψ(n) est une fonction renvoyant la probabilité de sélection d’un symbole en fonction de la taille de
dépassement estimée n pour le critère retenu f (différence entre la taille minimale prévue et la taille
souhaitée)

���� R  > A@�@= W= DX��=? A�%*� 7 & R <X>?C=>? �X @ Y = CBB=  > D���XB= >X> ?=@�C>AB $%�!&���� L BA BCD?= W=D Y = CBB=D W= B �A@�@= R���� fmin 01 ��� ! <VA = D���XB= X W= L $%�!&
fmin 01 fmin + f(X))* �� !

���� Lnt

BA BCD?= W=D D���XB=D >X> ?=@�C>A  W= L���� T 01 	���(
Lnt��� ! <VA = WCD"X><?CX> Di

W= BA �A@?C= W@XC?= W= BA @#
B= T $%�!&���� fadd 01 f(Di)���� fsub 01 f(T )
Di,suppl 01 fmin + fadd − fsub − fask

Di,proba 01 ψ(Di,suppl))* �� !
�VXCDC@  >= WCD"X><?CX> D ∈ D1, . . . , Dn

W= BA @#
B= T =>  ?CBCDA>? B=D �@X�A�CBC?ED W= DEB=<?CX> Dproba���� Rins
 > A@�@= W= DX��=? T =? WX>? <VA = �@A><V= =D? B � >= W=D <X>"X><?CX>D W= J;=�� BA<=@ WA>D B �A@�@= R B= D���XB= T �A@ B= DX D�A@�@= Rins)* �%*� 7 &;=>�X�=@ R�  > A@�@= W= DX��=? A WX>? B=D Y = CBB=D DX>? W=D D���XB=D ?=@�C>A 

<4=�!��>?& �A �X><?CX> 	�����+�����

�.�% +/.)% %#�!0$&.))# 1��%&!�(% ,.)0$&.)% 1(.-+-&�&%$!% 1.�( ψ(n)
L+�6.(&$35! �]O *�& 1(#%!)$+&!)$ !% 1(.1(&#$#% &)$#(!%%+)$!% +� )&/!+�  ! �!�(% $+-�!+�M  ! /+(&+$&.)%8 U+( !M!51�!2 ).�% +/.)% $!%$#

ψ(n) = 1
a+|n|

!$ ψ(n) = e−
(a∗n2)

b
2 +/!0 a, b 0.)%$+)$!%8 ^!��! (!$!)�! 1.�( %!% -.))!% *�+�&$#%  ! %#�!0$&.),�$ ψ(n) = e−

(2∗n2)
5.2

8
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\".1#(+$!�( 1(.1.%# 1.�( 0(.&%!(  !�M +(-(!% 6#)#$&*�!% !%$ -+%# %�( �!%  !�M ,+&$% %�&/+)$% Q
� �!% &) &/& �%  .&/!)$ (!%$!( 0.3#(!)$% : �+ %.($&!  ! �".1#(+$!�(8�.$+55!)$ �!% (76�!%  ! 6(+55+&(!%!(.)$ $.�P.�(% (!%1!0$#!% +&)%& *�! �!% +(&$#%  !% )f� % L�) .1#(+$!�( $!(5&)+� )!  .&$ P+5+&%03+)6!(  "+(&$#O2
� �+ 1(.-+-&�&$#  ! %#�!0$&.)  ! 03+0�)  !% )f� %  .&$ �$(! & !)$&*�!8 ��5! %&  +)% �+ (#+�&$#2 �!%
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� �"+�6.(&$35!  .&$ +11.($!( �)! 6+(+)$&! *�": �+ �)  ! �"+11�&0+$&.)  ! �".1#(+$!�( 6#)#$&*�!2 �! .��!% !),+)$% (#%��$+)$L%O  !/(.)$ �$(!  &'#(!)$%  !% 1+(!)$%8�) )! $(+/+&��! *�! %�( �+  !%0(&1$&.) 6#).$;1&*�!  !% +(-(!%8 9 �+ �)  ! �"+11�&0+$&.)  ! �".1#(+$!�(6#)#$&*�!2 �!% +(-(!% (#%��$+)$ %.)$ 0.)/!($&% !) +(-(!% 13#).$;1&*�!% !$ &)%#(#%  +)% �+ ).�/!��! 1.1�F�+$&.)8 \"�$&�&%+$&.)  !% +(-(!% 6#).$;1&*�!% 6+(+)$&$ �!% $(.&% 1.&)$% 0&F !%%�%8 U+( !M!51�!2 �"#03+)6! !  !�M %.�%F+(-(!%2 5�5!  #(&/+)$  "�) .1#(+$!�( $!(5&)+� & !)$&*�!2 )! %.)$ 1+% ,.(0#5!)$ #03+)F6!+-�!% %"&�% )! %.)$ 1+%  +)% �! 5�5! <X>?=?= 6(+55+$&0+�2 0"!%$F:F &(! %"&�%  #(&/!)$  !  !�M (76�!%  !6(+55+&(!%  &%$&)0$!%8\"+�6.(&$35! �� 1(#%!)$! �! ,.)0$&.))!5!)$  ! �".1#(+$!�(  ! 0(.&%!5!)$8
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 PARAMÈTRES - A1 et A2 sont les deux arbres génotypiques à croiser
 RÉSULTATS - A′

1 et A′
2 sont les deux arbres génotypiques obtenus

 S(A) est une fonction qui renvoie la liste des symboles left-defined de la grammaire G définis
dans l’arbre A
 DERIV(A,X) est une fonction qui renvoie la liste des nœuds de l’arbre A correspondant au
symbole X
 CHOIX(L) est une fonction qui choisi de manière uniformément aléatoire un élément de
l’ensemble L
 CHERCHEFILS(A,n) est une fonction qui renvoie le fils numéro n du nœud A
 X est un symbole de la grammaire
 n1 et n2 sont des nœuds d’arbres génotypiques

�� ! <VA = A@�@= A ∈ {A1, A2} $%�!&�%*� 7 & �����E

A� 1 � $%�!&

A 01 	���������E
A� ��)* �%*� 7 &)* �� !
���� L := S(A1) ∩ S(A2)���� X := 	���((L)���� N1 := �����(A1, X)���� N2 := �����(A2, X)���� n1 := 	���((N1)���� n2 := 	���((N2)
� �<VA>
=@ n1

=? n2
WA>D B=D A@�@=D A1

=? A2
� ;=>�X�=@ B=D A@�@=D @ED B?A>?D A′

1
=? A′

2

<4=�!��>?& �A �X><?CX> 	���E���+�
\! %!�� 0+% 1.�( �!*�!� �!% !),+)$% %!(+&!)$ & !)$&*�!% +�M 1+(!)$% !%$ �! 0+%  "�) +(-(! 6#).$;1&*�!��&,.(5!8 ^!0& 0.((!%1.) : �)! 6(+55+&(! 0.)%$&$�#!  "�) %!�� %;5-.�! $!(5&)+�2 +�$(!5!)$  &$ �"+(-(!13#).$;1&*�! 0.((!%1.) +)$ !%$ 0.)%$&$�#  "�) %!�� %;5-.�!8 [+)% 0! 0+%2 �! 0(.&%!5!)$ )! 1!�$ 1+% ,+&(!5&!�M *�!  "#03+)6!( 0! %;5-.�! +/!0 �"�)  !% %;5-.�!% 0.((!%1.) +)$  ! �"+�$(! 1+(!)$2 !) 6+(+)$&%%+)$�! (!%1!0$  ! �+ 6(+55+&(!8 �1(7% �".1#(+$&.)  ! 0(.&%!5!)$2 &� !%$ 1.%%&-�! *�! �! 0(&$7(!  ! $+&��! 5.;!))! !% +(-(!% )! %.&$ 1��% (!%1!0$#8 ^! 0(&$7(! &)$!(/&!)$ +�.(% A �XD?=@CX@C  +)% �+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.)8\!% 1+(+57$(!%  #�)&% 1+( �"�$&�&%+$!�( L.�$(! �+ 6(+55+&(!O %.)$ 1!� ).5-(!�M Q



�	�	 ������� � �������������� �������� � 
� �
������������ �
��� R�R
� �+ *�+)$&$# �  "&) &/& �% : 0(.&%!(8 �!+�0.�1 ��.� -!(62 R���� �03.!)+�!( !$ �&03+�!�&0�2 R��¡�0.)%& 7(!)$ *�! ��� !%$ �)! /+�!�( +00!1$+-�!2 5+&% ).�% �"+/.)% ,+&$ /+(&!( !)$(! ¡�� !$ �]�2
� !$ �! $;1!  ! %#�!0$&.)  !% &) &/& �% : 0(.&%!(8

��
���� ���jJKlj �l kKJK��m
\! 1(&)0&1! &)0(#5!)$+�2 + +1$+$&, !$ �+ 1��% 6(+) ! �+$&$� ! 1!(5&%! 1+( 0!$ .1#(+$!�( ).�% + 0.) �&$%:  #�)&( $(.&% %.�%F.1#(+$!�(%  &'#(!)$% !$ 0.51�#5!)$+&(!%2 *�& %.)$ %#�!0$&.))#% 03+0�)  ! 5+)&7(!�)&,.(5#5!)$ +�#+$.&(!8 ^3+0�)  ! 0!% .1#(+$!�(% 1(!) !) !)$(#! �) +(-(! 6#).$;1&*�! !$ (!)/.&! !)%.($&! �"+(-(! 5. &�#8 \+ 0.)/!(%&.) !) +(-(! 13#).$;1&*�! !%$ )#0!%%+&(! +/+)$ �"&)%!($&.)  +)% �+ ).�/!��!1.1��+$&.) 1.�( �! 0+�0��  ! �+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.)8 [+)% $.�% �!% 0+%2 �!% 0.)$(+&)$!%  #P: !M1.%#!% 1.�(�".1#(+$!�(  ! 0(.&%!5!)$ .)$ #$# (!%1!0$#!% &0& +�%%& L0.3#(!)0!2 #*�&$#  ! %#�!0$&.)2 1(. �0$&.)  "!),+)$%).�/!+�MO8\!% $(.&% .1#(+$!�(% %.)$ �!% %�&/+)$% Q
� ��$+$&.)  "�) )f� Q 0.)%&%$! : %�11(&5!( �"�)  !% )f� %  ! �"+(-(! !$ : �! (!51�+0!( 1+( �)#*�&/+�!)$ (!%1!0$+)$ �+ 6(+55+&(!8
� ��$+$&.)  "�) $!(5&)+� Q 0.)%&%$! : 5. &�!( �"�)!  !% /+�!�(%  "�) $!(5&)+� )�5#(&*�! L0.)%$+)$!.� /+(&+-�! !M.67)!O8� ��$+$&.) 1+( +�$.F0(.&%!5!)$ Q 0.)%&%$! : 0(.&%!( �"+(-(! +/!0 ��&F5�5!8 ^!$$! 5�$+$&.) !%$ 0.5F1�#5!)$+&(! 1+( (+11.($ +�M +�$(!% 0+( !��! 1!(5!$ 1+( !M!51�!  "&)/!(%!( )�5#(+$!�( !$  #).5&F)+$!�(2 0! *�& )"!%$ 1+% 1.%%&-�!  +)% �!% +�$(!% 0+%89 0+�%!  � ,.)0$&.))!5!)$ &)$!()!  ! 0!$ .1#(+$!�(2 %+ 1(#%!)$+$&.) !%$ 1��% !40+0! %.�% �+ ,.(5! "�)  &+6(+55! *�!  "�) 1%!� .F+�6.(&$35!8 �.�% +/.)% !M0!1$&.))!��!5!)$ (!1(#%!)$# �! 1(&)0&1!  !�".1#(+$!�(  ! 5�$+$&.) %�( �+ �6�(! ]8R�2 5+�6(# %.) 5+)*�!  ! 0�+($#8
��.-+�!5!)$2 �!%  &'#(!)$% .1#(+$!�(% 6+(+)$&%%!)$ *�! �!% 0.)$(+&)$!% )�5#(&*�!%  ! �"�$&�&%+$!�(%.)$ (!%1!0$#!% +� 5&!�M L1+( !M!51�!2 �! ,+&$ *�! �+ $+&��!  ! �"+(-(! %.&$ $.�P.�(%  +)% �) &)$!(/+��!  !$+&��!% 1(#F #�)&!%O  ! 5�5! *�! �+ 6(+55+&(!8 ^!($+&)!% 1(.0# �(!% .)$ #$# 5&%!% !) 1�+0! 1.�( 6#(!(�! 0+%  !% 6(+55+&(!% 5+� 0.)��!% Q  +)% �! 0+%  �  !()&!( .1#(+$!�( L5�$+$&.) 1+( +�$.F0(.&%!5!)$O2 &�!%$ &51.%%&-�!  "#03+)6!( �) )f� +/!0 �"�)  ! �+  !%0!) +)0!  ! 0! )f� 8 ^!1!) +)$2 0!�+ 1!�$ +((&/!(+/!0 �)! 6(+55+&(! +�$.(&%+)$ �!% +(-(!% ��&,.(5!%8 [+)% 0! 0+%2 �! 1(.-�75! !%$  #$!0$# !$ �"+(-(! ).)5�$# !%$ (!)/.;#8\!% 1+(+57$(!%  #�)&% 1+( �"�$&�&%+$!�( %.)$ �!% %�&/+)$% Q
� �+ *�+)$&$# �  "&) &/& �% : 5�$!(8 �.�% +/.)% 0.)%& #(#  !% 1.�(0!)$+6!% 0.51(&% !)$(! ]� !$
�]�2

� �! $;1!  ! %#�!0$&.)  !% &) &/& �% : 5�$!(2� !$  +)% �! 0+ (!  ! �".1#(+$!�(  ! 5�$+$&.)  "�) $!(5&)+�2 �+ ).�/!��! /+�!�( !%$ %#�!0$&.))#!  +)%�) &)$!(/+��! [x−v;x+v] . x !%$ �+ /+�!�( 1(#0# !)$! !$ v !%$ �) 1+(+57$(!  ! /+(&+$&.)  #1!) +)$ ! �+ $+&��!  ! �+ 1�+6! +�$.(&%#! 1.�( 0!$$! /+�!�( L(!) +)$ +&)%& �".1#(+$!�( &) #1!) +)$  ! �"#03!��! !%  .))#!%O8
�+�6(# �+ 0.51�!M&$#  ! �".1#(+$!�(  ! 5�$+$&.)2 �+ 1��1+($  !% .1#(+$&.)% %.)$ 0.) �&$!%  ! 5+)&7(!+�$.5+$&*�! 1+( �+ 6(+55+&(!2 0! *�&  #03+(6! �"�$&�&%+$!�(  ! $.�$ 1+(+5#$(+6! &51.($+)$8 �#+)5.&)%20!$ .1#(+$!�( 1!�$ �$(! +5#�&.(#8 U+( !M!51�!2 �! 1(&)0&1!  !% X�E@A?= @D � ?A  �@X
@=DDCY (!$!)� 1.�(_`ab )"+ 1+% !)0.(! #$# $!%$#  +)% �! 0+ (!  ! Hj��ilm .�  ! ijJkilm8 ["+�$(! 1+($2 �+ 1(#%!)0!  !0.)%$+)$!% !)$(+�)! �)! +�65!)$+$&.) 0.)%& #(+-�!  ! �"!%1+0!  ! (!03!(03!8 g� !M&%$!  !% $!03)&*�!% /&%+)$: 6!�!( 0!($+&)% &) &/& �% !$ : .1$&5&%!( �.0+�!5!)$ �!% /+�!�(%  ! �!�(% 0.)%$+)$!%2 5+&% ).�% )! �!% +/.)%1+% !)0.(! &51�#5!)$#!%8 \.(%  ! ).% !M1#(&5!)$+$&.)%2 ).�% ).�% %.55!% 0.)$!)$#%  "�$&�&%!( �".1#(+F$!�( .1^�� *�! $(7% 1+(0&5.)&!�%!5!)$2 0! *�& 1!(5!$ $.�$!,.&%  "+$$#)�!( �"!'!$  � %�(F+11(!)$&%%+6!!$  ! (!) (! �!% ,.(5��!% $(.�/#!% �#67(!5!)$ 1��% 0.51+$&-�!% +/!0  ! ).�/!��!%  .))#!%8 ^!% 1!(,!0$&.)F)!5!)$% %!(.)$ %+)%  .�$! +11.($#% +�M +�6.(&$35!% 1+( �+ %�&$!8



R�S �������� �	 �
�������� �� �
������������

�����������	��
	������
������	����������
���
���
� ���������������

�	��������	���	� �	��������	����
���� �	����������	���
������
���

���������������������
��
����� ����� ��!"� ����
���

������ �����������#$

$��� �������#
	���

%&��������������
��� 	�
��
����'"∈ '

������#���� �����	����$������������� #'"

%&��������������
��� 	�
��	�(��$

%���	�� �����������	���	��	�#�	����
����	�
��������� ������������������	��������	�

��)�*����+���
,-./���
,012 +��������	&�����������������3���
	������2
���
%��� ���������
���	4�	���	�#�	����
��
���
5��� ���������
���	4�����������
����
���
�*��)��+���
5����
%2 +�������
���	4

����
�	4	��� 6�	� �������2

7�
������( ��� ��
�����������������

%����	����������������
�3�������
8'"9

��������� 	���
�����
��
���������
�� ���
�

����� ����������������
��
��������
���	4
����������� #$

%&��������������
��� 	�
��
����'"∈ '

������#���� �����	����$������������� #'"

%&��������������
��� 	�
��	�(��$

�� :����	�����������
6�4�����	�������
;
��<
�4=��6�������
��	��������	�+%�>?�@ABC2

%���	��������������	�������
�*DE+
�4�
��2/ ����D������
3��������������

%���	�� ����	���������	��	
���	�:F#������������������:G:F*����+:G��/ :GH�2

�� :����	��
���������������+%�>2

C��������I	�	�#
���	���	���	��J�����

�	�����	��#K

���������������������
��	�����������

5�	��&�	���	�������	�����/�����������	��������������	��
����������������/ ������
���	4�� ����
��������

�����	4

������	��

�� �	�	�����������	L���
���	���→

B%MB%
��������������� ��� �������

�����/ �&��4��	���������
���3��
	��6��
�
��� ���������

B�&���������	4
��	��������

7��	�����������������

	��$N

7�
�����������	���(
���	���	�����������
���
� �� ���������������
+�4OA������� P2

7�
�����������	���
(�������+Q/K2

�� :����	��
���������#�&��4


	������+%�>?>RSTB2

7�
�����������	���
(���	���	���

����������	������	

�� :����	����������
+R7U2

��	
 ]8R� � �1#(+$!�(%  ! 5�$+$&.)  ! ijJkilm8
����� ��������

�.�% +/.)%  #/!�.11#  +)% 0!$$! %!0$&.)  !�M ).�/!��!% (!1(#%!)$+$&.)%2 5+)&1��#!% 1+( �!% +�6.F(&$35!% _`ab !$ ijJkilm2  #0.�/(+)$  !% (76�!% 0+1+-�!%  ! $(+&$!( �! 1(.-�75!  ! �" >�CC>
 %+)%,+&(! +11!� : �) 5. 7�! �&)#+&(! L+)682 VC>=A@ �C? @= �XW=B .� \��O2 6#)#(+�!5!)$ �$&�&%# 1.�( 0!$$!+11(.03! ��(&!-!� !$ �.!1�!2 R��¡� �!!(�.!$$!(2 R���� �&) !$ +�82 R����8 ^!$$! (!1(#%!)$+$&.) + )#0!%%&$#�+ (! #�)&$&.)  ! 0!($+&)% .1#(+$!�(% 6#)#$&*�!% !) 0.)%#*�!)0! +�) *�! �!% &) &/& �% !)6!) (#% %.&!)$0.3#(!)$%8 ^!% 5. 7�!% #$!) !)$ �!% (!1(#%!)$+$&.)% 1��% %&51�!% +-.( #!% 1+( _`a !$ b`cde8 ��5!%& 0!%  !�M 5. 7�!% 1!(5!$$!)$  ".-$!)&(  !% (#%��$+$% $(7% %+$&%,+&%+)$%2 %�($.�$ +1(7% 1.%$F$(+&$!5!)$% ! �+ -+%!  ! (76�!% 1+( +�6.(&$35! 6#)#$&*�! .� 1+( !M$(+0$&.)  "�) +(-(!  !  #0&%&.)2 &� ).�% + %!5-�#)#0!%%+&(!  ! 1.�/.&( 1(.0�(!( : �"�$&�&%+$!�( �)! (!1(#%!)$+$&.) *�"&� 1!�$  &(!0$!5!)$ 5+)&1��!(2 0! *�&)! 1!�$ �$(! +11.($# *�! 1+( �+ 1(.6(+55+$&.) 6#)#$&*�!8\"&)$#6(+$&.)  "�)! !M1!($&%! -+%#! %�(  !% &)$!(/+��!% Z.�%  +)% _`ab 1!(5!$ : �+ ,.&%  "�$&�&%!(  !�"&),.(5+$&.) !M1!($! 5&M$!2 5+&% +�%%&  ! �"&),.(5+$&.) 1+($&!��! L+$$(&-�$% ).) (!)%!&6)#% .� +-%!)$%O89 $&$(!  "&���%$(+$&.)2 ).�% 1.�/.)% #/.*�!( �! 0+%  !% (#6&.)% 1.�( �!%*�!��!% �"!M1!($ !%$ 0!($+&) *�"�)!



�	�	 ����
����� R�T
0�+%%! X  .))#! )! %"; $(.�/! 1+%8 U.�( &)0��(! 0! $;1!  "!M1!($&%! !) +11(!)$&%%+6!2 &� 0.)/&!)$  !1(#%!)$!( : �"+�6.(&$35!  !% #03+)$&��.)% 0.51(!)+)$ �)! 0.)$(&-�$&.)  ! � : R��� 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!%2%+�, 1.�( �+ 0�+%%! X 8 ^! $;1!  ! (!1(#%!)$+$&.) 1!(5!$  "&)0��(!  !% 0.))+&%%+)0!% !M1!($!%  ! )&/!+�%�1#(&!�(2 5+&% 0!��!%F0& %.)$ 5+�3!�(!�%!5!)$ 1��$	$ (+(!% !$ ,.)$ !)0.(! �".-P!$  "�) %�11.($ .(+�8
��� ����y�s���

�.�% +/.)% 0.)%+0(#  !�M %!0$&.)% :  #$+&��!( 1��%&!�(% +�6.(&$35!% #/.��$&,% ,.)0$&.))+)$ +/!0  !%(!1(#%!)$+$&.)%  &'#(!)$!%8 \+ -+%! #/.��$&/!  ! 0!% +�6.(&$35!% +�$.(&%!2 %.�% �+ 0.) &$&.)  "�) 1+(+5#F$(+6! + #*�+$2 �!�( (.-�%$!%%! ,+0! : �+ 0.51�!M&$#  !%  .))#!% .-%!(/#!% !) $#�# #$!0$&.)8 [! 1��%2 &�%)"&51.%!)$ +�0�)! (#6��+(&$# %�( �+ ,.)0$&.) #$� &#! L0.)$&)�&$#2  #(&/+-&�&$#2 0.)/!M&$#2 !$0O8 �� )&/!+� ! �"�$&�&%+$!�(2 �! 03.&M  ! �"�$&�&%+$&.)  ! �"�) .� �"+�$(!  ! 0!% +�6.(&$35!% !%$ (!�+$&/!5!)$ +&%#8 g�  #F1!) (+ !) 1(!5&!( �&!�  � $;1!  ! 1(.-�75! : (#%.� (!8 h) 0�+%%&�0+$&.) VA@W .� DXY?2 .) +�(+ $!) +)0!: �$&�&%!( �!% +�6.(&$35!% _`a .� b`cde8 h) 0�+%%&�0+$&.) Z.�! .� 1+( &)$!(/+��!% Z.�%2 .) + �! 03.&M!)$(! _`ab !$ ijJkilm8 h)%�&$!2 $.�$  #1!)  ! �+ *�+)$&$# .�  ! �+ %$(�0$�(! &)$!()!  !%  .))#!%!��!%F5�5!%8 �.�% +/.)% .-%!(/# *�"!) 6#)#(+� _`a  .))!  ! 5!&��!�(% (#%��$+$% *�! b`cde2 &� !%$  .)0&)$#(!%%+)$ �.(%*�! �".) (!03!(03!  !% (76�!% %&51�!% +/!0 �)! 1!(,.(5+)0! #�!/#!8 [! 1��%2 �+ (!1(#%!)$+F$&.)  !% (76�!%  ! _`a !%$ + +1$#! : �+ $#�# #$!0$&.)8 ^!1!) +)$2 b`cde 1.%%7 ! �)! -.))! 0+1+0&$#  !6#)#(+�&%+$&.)2 &� 1.�((+  .)0 �$(! !51�.;# �.(%*�! �"!M1!($&%! 0.51(!) �) ).5-(!  ! /+�& +$&.)% $!((+&)$(7% ,+&-�! 1+( (+11.($ : �+ $+&��!  � $!((+&) : #$� &!(2 0! *�& #$+&$ %.�/!)$ �! 0+% 1.�( �! 1(.P!$ �g[h8^.)0!()+)$ �! 03.&M !)$(! _`ab !$ ijJkilm2 &�  #1!) !%%!)$&!��!5!)$  � $;1!  !  .))#!% !M1!($!% Q�"+�6.(&$35! _`ab 1!(5!$  ! (#1.) (! 0.)0(7$!5!)$ +� 1(.-�75!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) 1+( &)$!(/+��!%Z.�%2 +0$�!��!5!)$ #5!(6!)$ !) $#�# #$!0$&.) !$ 1(.1.%! �)! (!1(#%!)$+$&.) 1+( -�.0% 1��% + +1$#! :  !% .))#!% 3#$#(.67)!% L0.55! 0"!%$ �! 0+% ).$+55!)$  !% 0�+%%!%  ! /#6#$+$&.) #$� &#!%  +)% �! 1(.P!$
�g[hO8 \"+�6.(&$35! ijJkilm !%$2 *�+)$ : ��&2 (#%!(/# : �+  #0.�/!($!  ! ,.)0$&.)% 0.)$&)�!%  +)% �!% .))#!%2 1+( !M!51�!2  !% &) &0!%  ! /#6#$+$&.)8 g� +�$.(&%! +�%%& �"!M1!($ : ,.(6!( %!% 1(.1(!% (!1(#%!)F$+$&.)% Q 0!��!  ! _`a 1!�$ 1+( !M!51�! �$(! (!1(. �&$!  +)% ijJkilm8 \! 03.&M  ! �"+�6.(&$35! 1!�$ .)0 �$(! $.$+�!5!)$  #$!(5&)# !) ,.)0$&.)  !% -!%.&)%  !% !M1!($%8 ^!1!) +)$2 b`cde + $!) +)0! :1(. �&(!  !% -+%!%  ! (76�!%  ! $+&��! &51.($+)$!8�.�% 5.)$(.)%  +)% �! 03+1&$(! %�&/+)$ *�"&� !%$ 1.%%&-�! ! (# �&(! 0!% -+%!%2 %+)% 1(./.*�!( �)!  &5&)�$&.) $(.1 &51.($+)$!  ! �!�(% 1!(,.(5+)0!%8



R�� �������� �	 �
�������� �� �
������������



�������� �

	�
��
���
 ���� �
��	 �
���	


\! 1.%$F$(+&$!5!)$  !% -+%!%  ! (76�!% !%$ �)! 1&%$! &)$#(!%%+)$! 1.�( 0.)$.�()!( 0!($+&)%  #,+�$%�&#% +�M +�6.(&$35!%  "+11(!)$&%%+6!8 [+)% 0! 03+1&$(!2 ).�% 1+(�.)%  ! 1.%$F$(+&$!5!)$%  !% -+%!%  !0�+%%&�!�(% .-$!)�!% +/!0 b`cde 1.�( (# �&(! �!�( $+&��! !$ +5#�&.(!( �!�( �&%&-&�&$#8 ^!% 1.%$F$(+&$!5!)$%.)$ #$#  #/!�.11#%  �(+)$ ).% $(+/+�M !$ 0.)0!()!)$ �! (+4)!5!)$  !% (!1(#%!)$+$&.)%  !% (76�!% .� �+(!03!(03!  "�) 0!($+&) ).5-(!  ! 0+(+0$#(&%$&*�!% *�! (!),!(5!)$ 0!% (!1(#%!)$+$&.)% 1.�(  #6+6!(  !%(!5+(*�!% &)$#(!%%+)$!% 0.)0!()+)$ �+ %$(�0$�(! &)$!()!  !%  .))#!% L1+( !M!51�!2 �! ,+&$ *�! �!% (76�!%1�&%%!)$ �$(! (+%%!5-�#!% %.�% ,.(5!  ! >C<V=DO8
�.�% /!((.)%  +)% �!% !M1#(&5!)$+$&.)% 1(#%!)$#!%  +)% �! 03+1&$(! %�&/+)$ *�! �"+�6.(&$35! b`cde 1!(5!$  ! 1(. �&(!  !% -+%!%  ! (76�!%  "+%%!� -.))! *�+�&$#8 \! 1(&)0&1+�  #,+�$ *�! �".) 1.�((+&$0!1!) +)$ (!1(.03!( : 0!% -+%!% !%$ *�"!��!% 0.)$&!))!)$ %.�/!)$ �) ).5-(!  ! (76�!% $(.1 #�!/#8 ^!03+1&$(! 1(.1.%!  ! ).�/!+�M 1.%$F$(+&$!5!)$% +�)  ! %&51�&�!( �!% -+%!%  ! (76�!%  ! b`cde8 �(.&%+11(.03!%  &%$&)0$!% %.)$ #$� &#!% Q �)! +11(.03! 6#)#$&*�! 1.�( 0.5-&)!( �!% (76�!%  ! �+ 1.1��+$&.) !)$(!!��!% L%!0$&.) �8RO2 �"#$� !  "�)! ,.)0$&.)  "+11+($!)+)0! 1.�( +5#�&.(!( �+ 0+1+0&$#  ! 6#)#(+�&%+$&.)  !%(76�!% L%!0$&.) �8SO !$ !)�) �) +�6.(&$35! 0.5-&)+)$ `��� ���&)�+)2 R��T� +/!0 b`cde 1!(5!$$+)$  !$(+)%,.(5!( �)! -+%!  ! (76�!% L(!1(#%!)$+$&.) 1�+$!O !) +(-(!  !  #0&%&.) L(!1(#%!)$+$&.) +(-.(!%0!)$!2%!0$&.) �8TO8

��� ��s����u��r�r��s wp�p����rs
^.55! ).�% �"+/.)% /�2 b`cde $!)$!  ! 0.)%$(�&(! �)! (!1(#%!)$+$&.) 0.51�7$!  � 1(.-�75!0.51(!)+)$ $.�$!% �!% 0.5-&)+&%.)% 1.%%&-�!%  ! 1+&(!% L�<X>WC?CX>� 2 �A<?CX>�O8 �11�&*�#! :  ! 1!$&$%1(.-�75!%2 0!$$! (!1(#%!)$+$&.) !%$ $(7% !40+0! 0+( !��! 1!(5!$ : �"+�6.(&$35!  ! 5. #�&%!( �!% 0.) &$&.)% "+0$&/+$&.) 1.�( �!% #03+)$&��.)% (!1(#%!)$+)$ �+ ).)F0�+%%! C 1��$	$ *�!  &(!0$!5!)$ �+ 0�+%%! C 2 %&0!�+ %"+/#(+&$ 1��% !40+0!8 ^!1!) +)$2 1.�( �!%  .))#!% 5��$&%1!0$(+�!% .� 3;1!(%1!0$(+�!%2 ).�% +/.)%(!5+(*�# *�! 0!$$! (!1(#%!)$+$&.)  .))+&$ �&!� : �)! -+%!  ! (76�!% %.�/!)$ $(7% 6(+) !2 1+( (+11.($ +�).5-(!  ! 0�+%%!% : +11(!) (! L1+( !M!51�!2 ST�� 0�+%%&�!�(% 1.�( ] 0�+%%!%2 %�( �)! &5+6! 5��$&%1!0$(+�! ! *�+$(! -+) !%O8 �.�% +/.)%  .)0 03!(03# : .1$&5&%!( �!% 0�+%%&�!�(% 0.)$!)�%  +)% �) !)%!5-�!  !(76�!% A��@CD=D 1.�( !) (# �&(! �! ).5-(!8 ^!$$! .1$&5&%+$&.) 0.)%&%$! : 5. &�!( �! ).5-(!  ! 0�+%%&�!�(%2�!�( 1+(+57$(!  ! D�E<C	<C?E !$ �!% /+�!�(%  !% 0.)$(+&)$!%  ! �+ 1+($&! �<X>WC?CX>�  !% (76�!%2 +�)  "!)#$� &!( �"&51+0$ %�( �!�(% 1!(,.(5+)0!%8 ^.55! �"!%1+0!  ! (!03!(03! !%$ $(7% 6(+) 2 ).�% +/.)% 03.&%&  ! #/!�.11!( �) +�6.(&$35! 6#)#$&*�!2 %1#0&�*�! : �".1$&5&%+$&.)  ! 03+*�! $;1!  "&),.(5+$&.)% 0.)$!)�!% +)% �+ 1.1��+$&.)2 0! *�& ).�% + +5!)# : 1(.1.%!( $(.&% 6#).5!%  &'#(!)$%8 \! 1(!5&!( LG1

O 0.)0!()! �+%&51�&�0+$&.) 1+( �+ %�11(!%%&.)  &(!0$!  !% 0�+%%&�!�(%  ! �+ -+%!8 \! %!0.) L
G2

O %"&)$#(!%%! : �"&)Z�!)0! !% $(+)%,.(5+$&.)%  � $;1! +6(+) &%%!5!)$2 (# �0$&.) !$ $(+)%�+$&.)  !% 0.)$(+&)$!%  !% 0�+%%&�!�(%8 \!
R�]
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 !()&!( LG3
O 1!(5!$  !  #0.�/(&(  ! ).�/!+�M 0�+%%&�!�(% !) (!0.5-&)+)$ 0!�M  � P!�  ! (76�!%2 : �"&5+6! ! �".1#(+$!�(  ! 0(.&%!5!)$8 �.�%  &%0�$.)%  +)% 03+0�)  !% 0+%2  ! �+ (!1(#%!)$+$&.) 03.&%&! 1.�( �!6#).5! !$  !% 1(&)0&1+�M .1#(+$!�(% L&)&$&+�&%+$&.)2 ,.)0$&.)  "#/+��+$&.)2 0(.&%!5!)$2 5�$+$&.)O8

����� ��������� �� �� 	��� �� ������ 
������ G1��.&$ N �! ).5-(!  ! 0�+%%!%8 \! 6#).5! &) &*�! �+ �&%$!  !% 0�+%%&�!�(% *�! �".) 03.&%&  ! 6+( !(1+(5& 0!�M  ! �+ 1.1��+$&.) +11(&%!8 �+ �.)6�!�( !%$ *�!�0.)*�!8 g� !%$ &)$!(1(#$#  ! �+ ,+�.) %�&/+)$! QR8 ^3+*�! 67)! !%$ �) !)$&!( (!1(#%!)$+)$ �) 0�+%%&�!�(  � P!�  ! (76�!%8 g� !%$ +%%.0&# : �"�)!  !%0�+%%!% : $(+&$!(  ! 5+)&7(! +�$!()+$&/! Q %& �! 6#).5! !%$ 1��% �.)6 *�! N 2 �! 67)! ni
0.((!%1.) :�+ 0�+%%! c = i mod N 8S8 U.�( $(+&$!( �+ 0�+%%! c 2 �) 0�+%%&�!�( !%$ 03.&%&  +)% �! P!�  ! (76�!%  ! �+ ,+�.) %�&/+)$!8 \+ /+�!�(

ni
0.((!%1.) : �"&) !M  � 0�+%%&�!�( 1+(5& $.�% 0!�M *�& %"+0$&/!)$ 1.�( �+ 0�+%%! c 8 U�&%*�! ni

!%$&)&$&+�&%# +�#+$.&(!5!)$2 0!$$! /+�!�( 1!�$ 0.((!%1.) (! : �) ).5-(! 1��% #�!/# *�! �! ).5-(! $.$+� ! 0�+%%&�!�(%  +)% �+ 1.1��+$&.) *�& 0.((!%1.) : 0!$$! 0�+%%!8 [+)% 0! 0+% .) !) 1(!) �! 5. ��.8U+( !M!51�!2 %& n2 = 123 !$ *�"&� ; + S� 0�+%%&�!�(%  +)% �! P!�  ! (76�!% *�& %"+0$&/!)$ 1.�( �+ 0�+%%!S2 .) 03.&%&(+ �! 0�+%%&�!�(  "&) !M T L
123 mod 24O8 \! 0�+%%&�!�( 03.&%& %!(+  .)0 �! T� 0�+%%&�!�(*�& 0. ! �+ 0�+%%! S8T8 U.�( +%%�(!( �+ 0.3#(!)0!  !% 6#).5!% 1(. �&$%2 �!% ).�/!+�M P!�M  ! (76�!% .-$!)�% +1(7% �!�(&)$!(1(#$+$&.)  .&/!)$ �$(! 0.)%$&$�#%  ! 0�+%%&�!�(%  &'#(!)$%8 �& �.(%  ! �"&)&$&+�&%+$&.)2  ! �+ 5�F$+$&.) .�  � 0(.&%!5!)$ 6#)#$&*�!2 �) 67)! %#�!0$&.))! �! 5�5! 0�+%%&�!�( *�"�) +�$(! 67)!  #P:1(#%!)$2 �+ /+�!�(  ! 0!��&F0& !%$ +�65!)$#!  "�)! �)&$# !$ �!% #$+1!% S !$ T %.)$ !M#0�$#!% +�$+)$ ! ,.&% *�! )#0!%%+&(!8

"l� ���jJKlj� ��m�K��l�8 \! 0(.&%!5!)$ !$ �+ 5�$+$&.) %.)$ 0.3#(!)$% 1�&%*�! �"+$$(&-�$&.) !% 0�+%%!% 1.�( 03+*�! 67)! %! ,+&$ $.�P.�(% %�( �)! 0�+%%! *�& �!�( !%$ (#%!(/#! L�!% 67)!% %&$�#% : �+5�5! 1.%&$&.)  +)%  !�M &) &/& �% 1+(!)$% 0.((!%1.) !)$ $.�P.�(% : �+ 5�5! 0�+%%!O8 �.�% �$&�&%.)% �)0(.&%!5!)$ : �) 1.&)$ !$ �+ 5�$+$&.) )! 5. &�! +�#+$.&(!5!)$ *�"�) %!�� 67)! 1+( +11!�8
"J ��m$K��m �&�'JIJK��m φ1

8 \+ ,.)0$&.) 	 ?>=DD  #�)&$ �+ 1!(,.(5+)0!  "�) &) &/& � 1+($&0��&!(1+( (+11.($ +� (!%$!  ! �+ 1.1��+$&.)8 \! 0+�0��  ! �+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.) φ1(L) 1.�( �)! �&%$! L  !0�+%%&�!�(% !M$(+&$%  "�) P!�  ! (76�!% +11(&% !) ,.)0$&.)  ! �"&)$!(1(#$+$&.)  "�) 6#).5! G1
 .))# !%$ �!%�&/+)$8�.&$ �)! �&%$!  ! 0�+%%&�!�(% L = {Ck : Ai(k) ⇒ Pk}

. Ck
!%$ �+ 1+($&! 0.) &$&.)  � 0�+%%&�!�( k 2

Ai(k)
!%$ �+ 1+($&! +0$&.)  � 0�+%%&�!�( k (!1(#%!)$+)$ �+ 0�+%%! Ai

!$ Pk
!%$ �+ (#0.51!)%! +%%.0&#! +�0�+%%&�!�( k 8 �) 0.55!)0! 1+( 03!(03!( �+ 0�+%%! A  "�) !M!51�! S : 1+($&(  ! �+ �&%$!  ! 0�+%%&�!�(% L 2!) +%%.0&+)$ : 03+0�)!  !% 0�+%%!% : +11(!) (! Ai

2 �)! 	 ?>=DD 1.) #(#! f1(LS , S, Ai)
*�& %! 0+�0��! 1+( Q

f1(LS , S, Ai) =

∑nr

i=0 pi ∗ Fi
∑nr

i=0 Fi

L�8RO
. LS =

�+$03(L, S,Ai)
(!1(#%!)$! �!% 0�+%%&�!�(%  ! L *�& %.)$ +0$&/#% 1+( �"!M!51�! S !$ *�& 0. !)$1.�( �+ 0�+%%! Ai

2 S !%$ �"!M!51�!  .)$ &� ,+�$ 0+�0��!( �+ 0�+%%!2 nr
!%$ �! ).5-(!  ! 0�+%%&�!�(%  +)% LS

2!$ pi
!$ Fi

(!1(#%!)$!)$ (!%1!0$&/!5!)$ �!% /+�!�(%  ! (#0.51!)%! !$  ! 	 ?>=DD +%%.0&#!% +� 0�+%%&�!�( i 8\+ 0�+%%! A  ! �"!M!51�! S !%$ +�.(% %&51�!5!)$ �+ 0�+%%! Ai
*�& 5+M&5&%! f1(LS , S, Ai)

1.�( $.�$!%�!% 0�+%%!% : +11(!) (!8 �) 03!(03! +�.(% �!% 0�+%%!%  ! $.�% �!% !M!51�!%  ! �+ -+%!  "+11(!)$&%%+6!8U.�( .-$!)&( �+ /+�!�(  ! φ1(L)2 .) 0+�0��! �! $+�M  "!M!51�!% -&!) 0�+%%#% 1+( (+11.($ +� ).5-(! $.$+� "!M!51�!%8
����� ������������� �� ����������� 
������ G2�^!$$! #$� ! /&%! : 0.))+�$(! �"&)Z�!)0!  "�)! 5. &�0+$&.)  &(!0$!  !% &)$!(/+��!%  !% 0�+%%&�!�(%8 \!% !�M $;1!%  ! 5. &�0+$&.) #$� &#!% %.)$ �"#�+(6&%%!5!)$ L.� �+ (# �0$&.)O  ! �+ $+&��!  !% &)$!(/+��!% !$ �+



�	�	 ��������������� ���������� R�¡
$(+)%�+$&.) L: 6+�03! .� :  (.&$!O  ! 0!% &)$!(/+��!%  +)% �"!%1+0!  ! (!03!(03!8 ^!0& 1!(5!$  ! 6#)#(+�&%!(.�  ! %1#0&+�&%!( �!% 0�+%%&�!�(% !) %"!'.(�+)$  ".1$&5&%!( �+ 1!(,.(5+)0!  ! �+ -+%!8 ^3+*�! 67)!  �03(.5.%.5! !%$ �) $(&1�!$ 0. +)$ 03+0�) (!%1!0$&/!5!)$ �! )�5#(.  � 0�+%%&�!�( *�& /+ �$(! 5. &�#2 �!1+(+57$(!  "#�+(6&%%!5!)$ !$ �! 1+(+57$(!  !  #1�+0!5!)$ :  (.&$! L/.&( �+ �6�(! �8RO8 \!% /+�!�(%  !%67)!% +11+($!)+)$ :

R
2 ).�% +/.)% + +1$# �!% .1#(+$!�(% 6#)#$&*�!% !) 0.)%#*�!)0!8
n1 λ1 ∆1 · · · ni λi ∆i · · · nk λk ∆k

��	
 �8R � �!1(#%!)$+$&.)  � 6#).5! G2
8

\!% /+�!�(%  !% 67)!% ni
%.)$ &)$!(1(#$#% 0.55! 1(#0# !55!)$8 \!% 0.!40&!)$% λi

(!1(#%!)$!)$�"#�+(6&%%!5!)$ 1+( (+11.($ : �+ $+&��! .(&6&)+�!  ! �"&)$!(/+��!8 U.�( �) &)$!(/+��! [a; b] 2 �+ ).�/!��! $+&��!%!(+  ! λi(b−a)
8�)! /+�!�( )#6+$&/! &) &*�! �)! (# �0$&.)  ! �"&)$!(/+��! !$ 1

(!1(#%!)$! �+ /+�!�( )!�$(!8\!% 0.!40&!)$%∆i
(!1(#%!)$!)$ �!  #1�+0!5!)$ :  (.&$!  ! �"&)$!(/+��!8 U.�( �) &)$!(/+��! [aλi

; bλi
] 5. &�#%!�.) λi

2 �+ ).�/!��! -.()! 6+�03! /+� (+ a′λi
= aλi

+ ∆i(bλi
− aλi

)8 �)! /+�!�( )#6+$&/! &) &*�! �) #1�+0!5!)$ : 6+�03! !$ 0
(!1(#%!)$! �+ /+�!�( )!�$(!8 \"�$&�&%+$&.)  ! �+ $+&��! !$  ! �+ 1.%&$&.) .(&6&)+�!% !% &)$!(/+��!% 1!(5!$  ".-$!)&(  !% .1#(+$!�(%  ! 5�$+$&.) &) #1!) +)$%  ! �"#03!��!  !% /+�!�(%  !% .))#!%8

"l� ���jJKlj� ��m�K��l�8 ["+1(7% �)! !M1#(&5!)$+$&.) ).) (!1.($#! &0&2 �!% 1�+6!% &)$#(!%%+)$!%�1.�( �!%  &'#(!)$!% $(+)%,.(5+$&.)% %.)$ �!% %�&/+)$!% Q [0.5; 1.5] 1.�( λi
!$ [−0.5; 0.5] 1.�( ∆i

8 ^!% 1�+6!% ! /+�!�(% %.)$ �$&�&%#!% 1+( �".1#(+$!�(  ! 5�$+$&.) !$  "&)&$&+�&%+$&.)8 \! 0(.&%!5!)$ !$ �+ 5�$+$&.)%.)$ 0.3#(!)$% 1�&%*�! �"+11�&0+$&.)  !% 67)!% %! ,+&$ $.�P.�(% %�( �)! 0�+%%! *�& �!�( + #$# (#%!(/#!L�! 1+(+57$(! λi
!%$ $.�P.�(% #03+)6# +/!0 �) +�$(! 1+(+57$(! λi

0.((!%1.) +)$ : �+ 5�5! 0�+%%!O8\+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.) !%$  � 5�5! $;1! *�! 0!��! 1(#%!)$#! +�1+(+/+)$ L
φ1
O8 \!% 0�+%%&�!�(% %.)$!M$(+&$%  ! �+ 1.1��+$&.) &)&$&+�!2 5. &�#% !$ �+ 1!(,.(5+)0! 6�.-+�!  � ).�/!+� P!�  ! (76�!% (!1(#%!)$!�"#/+��+$&.)  � 6#).5!8

����� �����	������� �� ����������� 
������ G3�
�&!) *�! �!%  !�M 6#).5!% 1(#0# !)$%  #$!(5&)!)$  ! ).�/!��!% 1.1��+$&.)%  "&) &/& �%2 +�0�)!0(#+$&.)  ! 0�+%%&�!�(% )"+ /(+&5!)$ !� �&!�2 0.55! %& �".) +/+&$ 0.)%& #(# *�! �!% 1.1��+$&.)% +11(&%!%0.)$&!))!)$  #P: �+ %.��$&.) +� 1(.-�75! .� $.�$  � 5.&)% �)! %.��$&.) 1(.03!8 \".1#(+$!�(  ! 0(.&%!5!)$)"+2 1+( !M!51�!2 1+% #$# +11(.,.) &8 [!% 0�+%%&�!�(% $.$+�!5!)$  &'#(!)$% 1!�/!)$ 1.�($+)$ �$(! 1(. �&$%1+( (!0.5-&)+&%.)  !  !�M 0�+%%&�!�(% !M&%$+)$%8

type1 α1 β1 · · · typei αi βi · · · typek αk βk

��	
 �8S � �!1(#%!)$+$&.)  � 6#).5! G3
8

g0&2 03+*�! 67)!  "�) &) &/& � (!1(#%!)$! �)! 0.5-&)+&%.) .-$!)�! !) !) �$&�&%+)$  !�M +�$(!% L/.&(�+ �6�(! �8SO8 \!% 67)!% αi
!$ βi

(!1(#%!)$!)$ (!%1!0$&/!5!)$ �!% &) !M  !%  !�M 0�+%%&�!�(% : (!0.5-&)!(2!) �$&�&%+)$ �! 5�5! 1(&)0&1! *�! 0!��&  #0(&$ 1.�( �! 6#).5! G1
8 \!% 67)!% typei

%.)$  !% !)$&!(% !$%!(/!)$ : !)0. !( �! $;1!  ! (!0.5-&)+&%.)8 \+ (!0.5-&)+&%.)  !  !�M 0�+%%&�!�(% 0.51�!$% !%$ .-$!)�!!) (!0.5-&)+)$  !�M :  !�M 03+0�)  !% &)$!(/+��!% 0.51.%+)$ 0!% 0�+%%&�!�(%8 \+ �&%$!  !% (!0.5-&)+&%.)%!%$ 1(#%!)$#!  +)% �! $+-�!+� �8R8 \+ $+&��!  � 6#).5! 1!�$ �$(! *�!�0.)*�!8
"l� ���jJKlj� ��m�K��l�8 \".1#(+$!�(  ! 5�$+$&.) !%$  #�)&  ! �+ 5�5! ,+�.) *�"+�1+(+/+)$ Q &'#(!)$% $;1!%  ! (!0.5-&)+&%.) !$  &'#(!)$% &) !M 1.�( �!% 0�+%%&�!�(% %.)$ !%%+;#%8 �)! 5�$+$&.)%1#0&+�! 1!(5!$  "&)/!(%!( αi

!$ βi
 +)% �! 6#).5!8 �1(7% 03+*�! 0(.&%!5!)$ .� 03+*�! 5�$+$&.)2 �!%-.()!%  "�) &)$!(/+��! [a; b] %.)$ 1!(5�$#!% %& b < a 8 \+ ,.)0$&.)  "#/+��+$&.) )"+ 1+% #$# 5. &�#!8
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	��l ��k `�kklmKJ�jl
T1

^.1&!  ! I1 ������ �����������
T2

^.1&!  ! I2 ������ �����������
T3

��.)6+$&.) :  (.&$! �
����������� ������� [a1; a2]

T4
�!0.�/(!5!)$ �

����������� ������� [a1; b2]

T5
�!51�&%%+6! �

����������� ������� [b1; a2]

T6

��.)6+$&.) : 6+�03! �
����������� ������� [b1; b2]

T7
�;

[min(a1, a2); max(b1, b2)]
�
���������� �� I1 
�� I2

�
������������ ��� I1 �����

�����
������� ������� I2�

T8
���

[min(b1, b2); max(a1, a2)]
�
�� �� �������� ��� �� 
����� �� ��������������

T9
U+( 0.)$(+&)$!

I1 ��������� � ������ �� � ������ ������� �� ������ �� I2
� ���� ������� �� I2

��������� ���� I1  �������������� � I1 �� I2 ���� ������� I1 ��� ������������
���������

T10
�+�03! 	��������� ���� �� ������ ��� �� 
��� � ������

T11
[(.&$! 	��������� ���� �� ������ ��� �� 
��� � ������

T12
��� 	��������� �� 
��� ��

T13
��� 	��������� �� 
��� �����

T14
N�%&.) 	��������� ���� �� ������ ��� ����� �� I1 �� �� ����� ����� �� I2

���
 �8R � �;1!%  "&)$!(/+��!% *�"&� !%$ 1.%%&-�!  ".-$!)&( !) (!0.5-&)+)$  !�M &)$!(/+��!% I1 = [a1; b1]
!$

I2 = [a2; b2]
8

����� ��������
�.�% +/.)% /� $(.&% 6#).5!%2G1

2G2
!$ G3

2 *�& 1!(5!$$!)$  ".1$&5&%!( �+ -+%!  ! (76�!%  ! b`cde: �"+& !  "�) +�6.(&$35! 6#)#$&*�! 0�+%%&*�!8 ^!% $(.&% 6#).5!% 0.((!%1.) !)$ 03+0�) :  !% 5. &�0+$&.)%%1#0&�*�!%  ! �+ -+%! !$ 1!�/!)$ �$(! +11�&*�#% %#*�!)$&!��!5!)$ Q �+ -+%! !%$  "+-.( (# �&$! L
G1

O2 �!%0�+%%&�!�(% %.)$ !)%�&$! $(+)%,.(5#% LG2
O 1�&% (!0.5-&)#% LG3

O8 ["+1(7% �!% !M1#(&5!)$+$&.)% *�! ).�%1(#%!)$!(.)%  +)% �! 03+1&$(! %�&/+)$2 �!% 6#).5!% �!% 1��% &)$#(!%%+)$% 0.)0!()+)$ �"+5#�&.(+$&.)  ! �+1!(,.(5+)0!  !% (76�!% %.)$ �!% 6#).5!% G1
!$ G2

8
��n ����r �t��r �������� �tuvvu��r�u��r

g� !%$ 6#)#(+�!5!)$ (!0.))� *�"�) �$(! 3�5+&) !%$ 1��% : �"+&%! !) 1(#%!)0!  ! 0.)0!1$% %&51�!% *�!0.51�!M!%8 \+ ).$&.)  ! 0.51�!M&$#  +)% �) %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% 1!�$ �$(! (+$$+03#!2 $.�$!% 03.%!%#6+�!%2 +� ).5-(!  ! (76�!% .� : �+ $+&��!  !% (76�!% L+� %!)%  � ).5-(!  ! 0.) &$&.)%O 0.)$!)�!%  +)% �+1.1��+$&.)8 h) !'!$2 �)! -.))! &)$!(1(#$+$&.)  "�)! 1.1��+$&.) )! 1!�$ 1+% �$(! !M1(&5#! 0.((!0$!5!)$%& 0!$$! 1.1��+$&.) !%$ $(.1 �+(6!8�&�%.) + 5.)$(#  +)% ��&�%.)2 S���-� *�! 1.�( �! 1(.-�75!  � �CD�<X>DC> �@=AD? �A><=@ �A?A�AD= L�^g R���O2 1(7%  ! �]�� 0�+%%&�!�(% .)$ #$# )#0!%%+&(!% 1.�( .-$!)&( �)!1!(,.(5+)0! %+$&%,+&%+)$! +� -.�$  ! 2.106 &$#(+$&.)%  "!M1�.(+$&.)8 [+)% ��$� �!; !$ ����2 S��]�2 TS��0�+%%&�!�(% %.)$ )#0!%%+&(!% 1.�( +$$!&) (! �)! 1(# &0$&.)  ! (#0.51!)%! .1$&5+�!  +)% �! 0+%  "�) 1(.F-�75!  ! $;1! �+-;(&)$3!8 ^! 1(.-�75! !%$ 5�5! (!�!/# 1+(�&�%.) ��&F5�5!  +)% ��&�%.)2 S���0�2 18 R� Q
� �>B� A Y@A<?CX> XY �?V= <X>WC?CX>D XY ?V= <BADDC	=@D	 CD WC@=<?B� C>?=@�@=?A�B=
 �? �X BW �= W=DC@A�B= ?X 	>WAB
X@C?V�D Y X@ =?@A<?C>
 ABB ?V= <BADDC	=@D �C�� BC<A?CX>D AD @ B=D XY ?V �� A>W C> X?V=@ @=�@=D=>?A?CX>D8 �^! $;1!  ! (!5+(*�! ).�% + 0.) �&$% : !M1�.(!( �)! ).�/!��! ,.(5!  ! 1.%$F$(+&$!5!)$2 -+%#! : �+,.&% %�( �+ (# �0$&.) A �XD?=@CX@C  ! �+ -+%!  ! 0�+%%&�!�(%2 5+&% +�%%& %�( �+ $(+)%,.(5+$&.)  ! 0!$$! -+%! +)% �) +�$(! ,.(5+�&%5!2 1��% 0.51(#3!)%&-�!8 U+(5& $.�% �!% ,.(5+�&%5!%  &%1.)&-�!%2 �".(6+)&%+$&.) !%  .))#!% %.�% �+ ,.(5!  "+(-(!% ).�% 1+(+�$ �+ 1��% 1!($&)!)$!8 ^!$$! %!0$&.)  #0(&$ �)! 5#$3. !  !(# �0$&.)  "�)! -+%!  ! 0�+%%&�!�(% +11(&%! 1+( �+  #0.�/!($!  ! >C<V=D 1�&% �"!M$(+0$&.)  ! (!�+$&.)% !)$(!0!% )&03!% !$ �!�( (!1(#%!)$+$&.) %.�% ,.(5!  "+(-(!%8 \! 0.)0!1$  ! >C<V=D2 $!� *�"&� !%$  #0(&$  +)% �!(+11.($ ���$� !$ +�82 S����2 ,+&$ +11!� : �+ ).$&.)  ! �XW#B=D (!1(#%!)$+$&,%  "�) !)%!5-�!  ! 0�+%%&�!�(%0. +)$ 1.�( �+ 5�5! +0$&.)8 U+( !M!51�!2 �!% 0�+%%&�!�(% 011 : 01 !$ 001 : 01 1!�/!)$ �$(! (!1(#%!)$#%



�	�	 ����� � ���� �������� � ������������� R��
1+( �! 5. 7�! 0 ∗ 1 : 01 8
����� �� ������� �� ����� �� ���� ����������

[+)% b`cde2 �)! )&03! !%$  #�)&! : 1+($&(  ! �+ ).$&.)  ! %03#5+ 0.))�! 1.�( �!% ��  !1�&% �!%$(+/+�M 1�-�&#%  +)% ��.��+) 2 R�¡]�8�) !)$!) 1+( �! $!(5! >C<V=2 �"!)%!5-�!  !% 0�+%%&�!�(% +11+($!)+)$: �) �XW#B=  .))# L1+( !M!51�!2 ∗0 ∗ ∗01 : 01O 0.51(!)+)$ �!% 0.) &$&.)% !$ �"+0$&.)  � 0�+%%&�!�(8 �)0�+%%&�!�( +11+($&!)$ : �)! )&03! %"&� !%$ +� 5.&)% +�%%& %1#0&�*�! *�! �! 5. 7�!2 �!% -&$% &)%$+)0&#% !$�"+0$&.)  !/+)$ �$(! & !)$&*�!%8 U+( !M!51�!2 �!% 0�+%%&�!�(% #0##01 : 01 !$ #01001 : 01 +11+($&!))! :�+ )&03!  ! 5. 7�! ∗0 ∗ ∗01 : 01 8 �) +11!��! C>D?A><= �"�)  !% 0�+%%&�!�(% *�& ,+&$ 1+($&!  "�)! >C<V=8\"#$� !  !% )&03!% L!$ ).$+55!)$  ! �!�( $+&��! 1+( (+11.($ : �) 5. 7�!O )#0!%%&$!  ! ,+&(! �"&)/!)$+&(! ! �+ $.$+�&$#  !% )&03!% 1.�( �) 1(.-�75!  .))#8 g� + #$# 5.)$(#  +)% ���$� !$ +�82 S���� *�"&� !%$ 1��% ,+0&�! !  #$!(5&)!( �!% )&03!% : 1+($&(  ! �+ %1#0&�0+$&.) 0.51�7$!  "�) 1(.-�75!2 *�"A �XD?=@CX@C2 0"!%$F:F &(!�)&*�!5!)$ : 1+($&(  "�)! 1.1��+$&.) �)+�!2 0! *�! ).�% %.�3+&$.)% ,+&(! &0& 1�&%*�"�)! $!��! %1#0&�0+$&.))"!%$ 1+% (#+�&%+-�! !) $#�# #$!0$&.)8[+)% �! 0+ (!  � 1(.-�75!  ! �+ $#�# #$!0$&.)2 ).�%  !/.)% 0.55!)0!( 1+( (! #�)&( �! 0.)0!1$  !)&03!  +)% �! 0+ (!  !  .))#!% (#!��!%2 1�&%*�"!��!% )! 1!�/!)$ 1��% �$(! (!1(#%!)$#!% 1+(  !% 03+�)!%-&)+&(!%8
����� ��������� ����� ����� ���� �����

[+)% �"+�6.(&$35! b`cde $(+ &$&.))!�2 �"!)%!5-�!  !% )&03!% 1!(5!$  !  #�)&( �+ %.��$&.) �+ 1��%6#)#(+�! : �) 1(.-�75!  .))#8�.�$! �"&),.(5+$&.)  .&$ 1.�/.&( �$(! 5. #�&%#! 1+( �!% )&03!% L1+( !M!51�!21.�( �! 1(.-�75!  � RRF5��$&1�!M!�(  #0(&$  +)% ���$� !$ +�82 S����2 �+ %.��$&.) !%$ (!1(#%!)$+-�! 1+(!M+0$!5!)$ TS )&03!%O !$ +�0�)! &),.(5+$&.) %�11�#5!)$+&(! )!  .&$ �$(! %$.0�#! L1+%  ! -&$% &)%$+)0&#%&)�$&�!5!)$O8 ^!1!) +)$2 &� 1!�$ ; +/.&(  !% (!0.�/(!5!)$% %& �+ (!1(#%!)$+$&.)  ! �+ %.��$&.) �"&51�&*�!8U+( !M!51�!2  +)% �! 1(.-�75! 0+(
k
2� �!% 5. 7�!% 000 ∗ ∗∗ : 0 !$ 00 ∗ ∗0∗ : 0 %! (!0.�/(!)$8N.(5!��!5!)$2 �)! )&03! !%$ 0.)%$(�&$! %�( �! 5. 7�! %�&/+)$ Q
M(1) M(2) . . . M(n) : action

L�8SO
. 03+*�! 0.) &$&.)M(i) !%$ �) 0+(+0$7(!  ! �"+�13+-!$ ��2 R2��  +)% �! 0+%  "�)! )&03!  ! %#*�!)0!%-&)+&(!% !$ �) &)$!(/+��! [M(i)min;M(i)max]  ! /+�!�(% (#!��!%  +)% ).$(! 0+%8�& �+ /+�!�(  !M(i)max −M(i)min

!%$ ,+&-�!2 .) !%$ !) 1(#%!)0!  "�)! 0.) &$&.) : D�E<C	<C?E #�!/#!8[+)% �! 0+% 0.)$(+&(!2 .) !%$ !) 1(#%!)0!  "�)! 0.) &$&.) 6#)#(&*�! L0.((!%1.) +)$ +� 0+(+0$7(! "X�=@ +)% �! ,.(5+�&%5! .(&6&)+�O8
����� ��������� �� �������������� ���� ���������� � ��� �����

\+ ,.)0$&.)  "+11+($!)+)0! !%$  #�)&! 1+( C ×M → {?@ =, Y ABD=} 2 . C !%$ �"!%1+0!  !% 0�+%%&�!�(%!$ M �"!%1+0!  !% )&03!%8 U.�( *�"�) 0�+%%&�!�( +11+($&!))! : �)! )&03!2 &� ,+�$ *�"&� %.&$ +�%%& %1#0&�*�!*�! 0!��!F0&8 �& C(i) !%$ �+ 0.) &$&.) i  � 0�+%%&�!�( C !$ M(i) �+ 0.) &$&.) i  � 5. 7�! M 2 �+ ,.)0$&.) "+11+($!)+)0!  ! C :M !%$ /(+&! �.(%*�! �!% +0$&.)% %1#0&�#!% %.)$ & !)$&*�!% !$ *�! Ci
!%$ &)0��% L).)%$(&0$!5!)$O  +)%M(i) 1.�( $.�$ i 8U+( !M!51�!2 %& ).�%  #�)&%%.)% �) 5. 7�!M 1+( [2; 4][7; 9][1; 9] : 10 2 �! 0�+%%&�!�(C1
�
[2; 4][7; 7][1; 9] :

10 � +11+($&!)$ :M 0+( &� !%$ 1��% %1#0&�*�! %�( �+ 0.) &$&.) C1(2) !$ �! 0�+%%&�!�( C2
�

[3; 3][8; 8][5; 5] :
10 � +11+($&!)$ ��& +�%%& :M 0+( &� !%$ 1��% %1#0&�*�! %�( $.�$!% �!% 0.) &$&.)%8 U+( 0.)$(!2 �! 0�+%%&�!�(
C3

�
[2; 4][5; 9][1; 9] : 10 � )"+11+($&!)$ 1+% :M 8
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\!% )&03!% !$ �!�(% (!�+$&.)% L5. 7�!%  ! )&03!%O )! 1!�/!)$ 1+% �$(!  #$!(5&)#!% �.(%*�! �".) )! ,+&$+�0�)! %�11.%&$&.) A �@CX@C %�( �+ %$(�0$�(! &)$!()!  !% %.��$&.)%  � 1(.-�75! 1.%#2 0.55! 0"!%$ �! 0+%!) 6#)#(+�  +)% �! 0+ (!  ! �+ 0�+%%&�0+$&.) 3;1!(%1!0$(+�!8 U.�( !M$(+&(! �!% 5. 7�!%  ! )&03!%  "�)!1.1��+$&.)  ! 0�+%%&�!�(% +11(&%!2 ).�% +/.)% #5&% �!%  !�M 3;1.$37%!% %�&/+)$!% Q�CD<@C�C>A?CX> W=D <BADDC	= @D ����8 ^!($+&)% 0�+%%&�!�(%  +)% �+ 1.1��+$&.) P 1!�/!)$ �$(! 1(&%1.�( 5. 7�!  ! )&03!% !$  "+�$(!% 0�+%%&�!�(%  ! �+ 5�5! 1.1��+$&.) +11+($&!))!)$ : 0!% )&03!%8 �.�%+/.)%  .)0  !�M %.�%F1.1��+$&.)%2 Pmodel
!$ Pcontent

2 ,.(5+)$ �)! 1+($&$&.)  ! P 8
�@C?#@= W= <X>	A><= ����8 g� ; + +%%!�  ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!%  +)% �+ 1.1��+$&.) !$ *�& +11+(F$&!))!)$ : 0!% )&03!% 1.�( 5!$$(! !) /+�!�( 0!% 5. 7�!%8 �& �+ 	 ?>=DD  !% )&03!% !%$ #�!/#!2 0!��!%F0& %.)$1(.03!%  !% 5. 7�!%  ! )&03!% .1$&5+�M8[+)% 0! 0+%2 �+  #0.�/!($!  !% )&03!% 1!�$ %! ,+&(! !) ,.(5+)$  !% 0.�1�!%  ! 0�+%%&�!�(% (C,M) +)% �!%*�!�%M (!1(#%!)$!(+&$ �! 5. 7�! !$ C �! 0�+%%&�!�( *�& +11+($&!) (+&$ +� 5. 7�!8 g� )! (!%$! +�.(%1��% *�": 0.51+(!( �!% 0�+%%&�!�(%  !�M :  !�M 1.�(  #0.�/(&( �!% )&03!% L3;1.$37%! �RO8 \+ 0.)�+)0! !% 5. 7�!% +&)%& .-$!)�% !%$  # �&$!  � ).5-(!  ! 0�+%%&�!�(% +11+($!)+)$ : 03+*�! )&03!8 �)! -.))!0.)�+)0!  +)% �! 5. 7�! �)+� !%$ .-$!)�! �.(%*�! �"3;1.$37%! �S !%$ /#(&�#!8hM+5&).)% �+ /&+-&�&$#  ! 0!% 3;1.$37%!%8 �R %! /#(&�! 1+( �+ )+$�(! 5�5!  ! b`cde Q �! -�$ ! �"+�6.(&$35! !%$  !  #0.�/(&( �)! 1.1��+$&.) 0.51.($+)$  !% )&03!% .1$&5+�!% !$  .)$ �! 1!�1�!5!)$1+( )&03! L).5-(!  ! (!1(#%!)$+)$% 1+( )&03!O !%$ 5+M&5+�8 �&)%&2 �+ 1+($&$&.) Pcontent

!%$ 0.)%$&$�#! ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!% 0(##% 1+( �! �X�=@C>
 ��=@A?X@8 �S !%$ 1!�$ �$(! �) 1!� ,.($!8 \+ 1(.1.($&.) ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!%  +)% b`cde !%$ (!�+$&/!5!)$ ,+&-�! 1�&%*�"&�% %.)$ #�&5&)#% 1+( �"�� ��&�%.)2R����8�) 0!($+&) ).5-(!  ! 0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!% 1!�/!)$ 0!1!) +)$ �$(! 0(##% 1+( �! �X�=@C>
 ��=@A?X@.� �"�� !) +P�%$+)$ 0!($+&)% 1+(+57$(!% L1+( !M!51�!2 θGA
2 WX�=>=@ABC�A?CX>� ?A?CX>2 WX>?�A@=�@X� !$

θSub
2  !% 1+(+57$(!% 0�+%%&*�!%  ! b`c ���$� !$ �&�%.)2 S��S�O8

����� ���������� �� ������ � ���	
�����

U.�( $!%$!( �"+11+($!)+)0!  "�) 0�+%%&�!�( : �)! )&03! (!1(#%!)$#! 1+( �) +�$(! 0�+%%&�!�(2 ).�%+/.)% �$&�&%# �"+�6.(&$35! �¡8 \+ ,.)0$&.) ���+	E�� 1(!)  !�M 0�+%%&�!�(% C !$ M !) 1+(+57$(! !$(!)/.&! �@AC %& C !%$ &)0��%  +)% M 8h) .( .))+)$  !�M 0�+%%&�!�(%2 0!$$! ,.)0$&.)  #�)&$ %�( �)! 1.1��+$&.) 0.51�7$! �)! (!�+$&.)  ".( (!1+($&!�8 ^!$$! (!�+$&.) 1!(5!$  ! (!$(+ �&(! 6(+13&*�!5!)$ �+ 1.1��+$&.) !) �) 6(+13! +0;0�&*�! L.(&!)$#2%+)% 0&(0�&$O Ga
2  +)% �!*�!� 03+*�! %.55!$ (!1(#%!)$! �) 0�+%%&�!�(8 \!% +(0%  ! Ga

1!�/!)$ �$(! /�%0.55!  #�)&%%+)$ �)! (!�+$&.) !)$(! �) 0�+%%&�!�( !$ %+ )&03!8 \+ )&03! �+ 1��% 6#)#(+�! !%$  .)0 0!��!*�& %! $(.�/! .( .))#! +/+)$ $.�$!% �!% +�$(!%2  +)% �) %.�%F6(+13! 0.))!M!  .))#8 �.�% +/.)%  .)0 #/!�.11# �)! (!1(#%!)$+$&.) 6(+13&*�! 1.�( /&%�+�&%!( 0!% 6(+13!%8 �) !M!51�!  "�) $!� 6(+13! !%$(!1(#%!)$# %�( �+ �6�(! �8T8 ^3+*�! )f� ,+&$ (#,#(!)0! : �) 0�+%%&�!�(  ! �+ 1.1��+$&.) .(&6&)+�!8 \!%(!�+$&.)%  "+11+($!)+)0! ; %.)$ (!1(#%!)$#!% �)&*�!5!)$ 1.�( �!% 0�+%%&�!�(% 0.((!%1.) +)$ : �+ 0�+%%!=A  Q �! 6(+13! 0.51�!$ 0.51(!) )!�, 6(+13!% 0.))!M!%8
����� ��������� �	�����

�.�% 1.�/.)% 0.)%$+$!( *�! �! 6(+13! (#%��$+)$ !%$ 0.51�!M! : &)$!(1(#$!(  &(!0$!5!)$2 5+&%  #P:1��% %&51�! *�"�) P!�  ! 1��%&!�(% 5&��&!(%  ! 0�+%%&�!�(%8 �) +�$(! $!%$ *�& + #$# !'!0$�# 0.)%&%$+&$: 0.))+�$(! �+ ,(#*�!)0!  !% )&03!% !$ �+ (#1+($&$&.)  !% 0.�1�!% L<BADDC	= @D2 �XW#B=DO +� %!&)  ! �+1.1��+$&.)8 ^!% 0.�1�!%2 0+�0��#% 1+( �+ ,.)0$&.) ���+	E��2 1!�/!)$ �$(! 1(#%!)$#% %.�% �+ ,.(5!  "�)!5+$(&0!  "+ P+0!)0! -&)+&(! L/.&( �+ �6�(! �8�O8 U.�( 1��%  ! 0�+($#2 �) !M$(+&$ !%$ 1(#%!)$# %�( �+ �6�(! �8]8^3+*�! �&6)! !$ 03+*�! 0.�.))! (!1(#%!)$! �) 0�+%%&�!�(8 \+ 1.1��+$&.) 0.51�7$! L0.51(!)+)$ &0& ST��0�+%%&�!�(%O 1!�$  .)0 �$(! (!1(#%!)$#! %�( �+ 5�5! �6�(!8 ��( 0!$$! �6�(!2 �) 1&M!� %&$�# %�( �+ 0.�.))!
i !$ �+ �&6)! j (!1(#%!)$! �! ,+&$ *�! �! 0�+%%&�!�( Ci

+11+($&!))! +� 5. 7�! Mj
8 \! 1&M!� !%$ (!1(#%!)$#!) -�+)0 �.(%*�! �+ (!�+$&.) !%$ ,+�%%! !$  +)% �)! 0.��!�( 0.((!%1.) +)$ : �+ 0�+%%!  ! �"!M!51�! �.(%*�!�+ (!�+$&.) !%$ /#(&�#!8
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 PARAMÈTRES - C est le classifieur à tester et M le modèle correspondant
 RÉSULTAT - vrai si l’appartenance est vérifiée, faux sinon

�� C 
A<?CX> 6= M 
A<?CX> %4�!�;=>�X�=@ �J�)* ��
�� ! <VA = <X>WC?CX> C(i)

W= C =?M(i)
W=M $%�!&��M(i) =D?  >= <X>WC?CX> P.�!( � (M(i)max −M(i)min) > seuil %4�!��ADD=@ � BA <X>WC?CX> D C�A>?=

��*�*
�� C(i)min < M(i)min %4�!�;=>�X�=@ �J�
��*�*
��M(i)max < C(i)max %4�!�;=>�X�=@ �J�
��*�*
�ADD=@ � BA <X>WC?CX> D C�A>?=)* ��)* ��)* ��)* �� !� �CB >�� A � B D W= <X>WC?CX>D � ?=D?=@� @=>�X�=@ 'jJ�

<4=�!��>?& �A �X><?CX> ���+	E��
C � M �
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 PARAMÈTRES - Ga est le graphe d’appartenance, A et B sont les deux nœuds à tester
 RÉSULTAT - vrai si A et B ne sont reliés par aucun chemin inutile, faux sinon
 SUCC(G,X) est une fonction renvoyant le successeur du nœud X dans le graphe G

���� L = {}�� ! <VA = >� W N W= Ga $%�!&�� N 1 C-��

Ga �A� =? N 6= B %4�!�

L 01 L ∪ �N�)* ��)* �� !�%*� 7 & |L| > 0 $%�!&�VXCDC@  > >� WM WA>D L
L 01 L \ M�� ! <VA = >� W N W= Ga $%�!&�� N 1 C-��


Ga �M � %4�!�
L 01 L ∪ �N�)* ��

�� N 1 B %4�!�;=>�X�=@ �J�)* ��)* �� !)* �%*� 7 &� �CB >�� A � B D W= >� WD � ?=D?=@� @=>�X�=@ 'jJ�
<4=�!��>?& �A �X><?CX> ���	����
Ga � A� B�
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����
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 PARAMÈTRE - Ga est le graphe d’appartenance
 RÉSULTAT - le graphe simplifié

���� Gb = Ga�� ! <VA = >� W N1
W= Gb $%�!&�� ! <VA = >� W N2
W= Gb

?=B  = N2 1 C-��

Gb �N1� $%�!&�� ���	����
Gb � N1 � N2� 1 ,+�M %4�!�� ��@C�=@ W= Gb

B �A@< =>?@=N1
=? N2)* ��)* �� !)* �� !;=>�X�=@ Gb

<4=�!��>?& �A �X><?CX> C��	��
D

Ga�
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1,1090E+09
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1,1100E+09
1,1105E+09
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1,1115E+09
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1,1130E+09
1,1135E+09
1,1140E+09
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�) +(-(! 1(. �&$ 1+( b`c� !%$ �) +(-(!  ! $;1! &) �0$&,2  .)$ �) )f� (!1(#%!)$! �) $!%$ T 2�)! -(+)03! (!1(#%!)$! �) (#%��$+$  ! 0! $!%$ !$ �)! ,!�&��! (!1(#%!)$! �"�)!  !% 0�+%%!%  !% !M!51�!%: +11(!) (!8 �.&!)$ P = {C0, . . . , Ci, . . . , Cn}
2 �) P!�  ! (76�!% .-$!)� : 1+($&(  ! b`cde .�  "�)*�!�0.)*�! %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% *�& + 0.)/!(6# !$ Ci

2 �"�)  !% 0�+%%&�!�(%  ! P *�& 1.%%7 ! �+ ,.(5!%�&/+)$! Q

Ci := [ci,1, . . . , ci,n] : A
L�8TO

:= [[αi,1;βi,1], . . . , [αi,n;βi,n]] : A
L�8�O

\! $;1!  � $!%$ T !%$ +�.(%  ! �"�)  !% *�+$(! $;1!% 1(#%!)$#%  +)% �! $+-�!+� �8S8
	��l �l�$j��K��m
�;1! R \"!M!51�! !%$ 0.51+(# +� 0�+%%&�!�( 0.51�!$ Ci

L+0$&/+$&.) .� ).)O8
�;1! S \+ /+�!�(  ! (+ &+)0! 0.((!%1.) +)$ : �+ -+) ! j  ! �"!M!51�! !%$ 0.51+(#! : �+0.) &$&.) ci,j  � 0�+%%&�!�( Ci

+/!0 j ∈ [1;n]
L+0$&/+$&.) .� ).)O8

�;1! T g !)$&*�! +� $;1! S2 5+&% �! (#%��$+$  � $!%$ !%$ $!()+&(! L!)F !%%.�%  ! ci,j 2  +)%
ci,j

2 +�F !%%�%  ! ci,j O8�;1! � \+ /+�!�(  ! (+ &+)0! 0.((!%1.) +)$ : �+ -+) ! j  ! �"#03+)$&��.) !%$ 0.51+(#! :�+ -.()! αi,j
.� βi,n

 ! �+ 0.) &$&.) ci,j  � 0�+%%&�!�( Ci

L&),#(&!�(!2 %�1#(&!�(!O8
���
 �8S � �!%$%  ! �"+�6.(&$35! b`c�8

\! ,.)0$&.))!5!)$  ! �"+�6.(&$35! b`c� ,+&$ +11!� : 0!($+&)% ,.) !5!)$%  ! �"+�6.(&$35! `���2 *�!).�% (+11!�.)% &0&8 �.&$ E �) !)%!5-�!  "!M!51�!% +%%.0&+)$ �) 1&M!� : κ ∈ K �+ 0�+%%!  ! 0! 1&M!�8 �& E!%$ 1+($&$&.))# !) k = |K| !)%!5-�!%  &%$&)0$% E1, . . . , Ek
2 +�.(% �"&)$#(�$ +11.($# 1+( �! 1+($&$&.))!5!)$1.�( & !)$&�!( �+ 0�+%%!  "�) !M!51�!  ! E !%$ g),.(E) = g(P )2 . P !%$ �+  &%$(&-�$&.)  ! 1(.-+-&�&$#  !�+ 1+($&$&.) L

E1, . . . , Ek
O !$ I(P ) �"!)$(.1&!  ! P ���&)�+)2 R��T� Q

g(P ) = −
n

∑

i=1

pi ∗ log(pi)
L�8]O

. Q
P =

(

|E1|

|E|
,
|E2|

|E|
, . . . ,

|Ek|

|E|

) L�8�O
�&
E !%$ 1+($&$&.))# !) n %.�%F!)%!5-�!%  &%P.&)$%E1, . . . , En

%�( �+ -+%!  "�) $!%$  .))# T 2 �"&),.(5+F$&.) +11.($#! 1+( �! $!%$ 1.�(  &%0(&5&)!( �!% !M!51�!% %!�.) �!�(% 0�+%%!% !%$ �+ 5.;!))!  !% &),.(5+$&.)%g),.(Ei)
2 1.) #(#!% 1+( �+ 1(.1.($&.)  ! Ei

1+( (+11.($ : E Q
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g),.(T,E) =

n
∑

i=1

|Ei|

|E|
∗ g),.(Ei)

L�8¡O
h)�)2 �! 6+&)  "&),.(5+$&.) ,.�()&$ 1+( �"+11�&0+$&.)  � $!%$ T !%$ 0+�0��# 1+( Q

�+&)(T,E) = g),.(E) − g),.(T,E)
L�8�O

^!$$! ).$&.)  ! 6+&) !%$ �$&�&%#! !)%�&$! 1.�( .( .))!( �!% $!%$% %!�.) �!�( 1!($&)!)0!8 �) +'!0$!!)%�&$! : �) )f� �! $!%$ +/!0 �! 5!&��!�( 6+&) 1+(5& �"!)%!5-�!  !% $!%$% ).) !)0.(! 0.)%& #(#%  +)%�+ -(+)03! %&$�#! !)$(! �+ (+0&)!  ! �"+(-(! !$ �! )f� 0.�(+)$8 \"+�6.(&$35! �R�  #0(&$ �"#�+-.(+$&.)0.51�7$!  ! �"+(-(!  !  #0&%&.)8\+ ).$&.)  ! 6+&)  #�)&! 0&F !%%�% $!) +&$ : ,+/.(&%!( �!% $!%$% -&)+&(!% 1��$	$ *�! $!()+&(!%8 \! $!%$ ! $;1! T 1+($&$&.))! �) !)%!5-�! !) $(.&% %.�%F!)%!5-�!%  .)$ �"�) + �)! $+&��! %&6)&�0+$&/!5!)$ 1��%,+&-�! *�! �!%  !�M +�$(!%8 ��&)�+) + %�66#(# �"�$&�&%+$&.)  "�)! 5!%�(!2 �$&�&%#!  +)% `���2  .)$ ).�%).�% %.55!% &)%1&(#%  +)% b`c�8 \! 0+�0��  � 6+&) + #$# (!51�+0# 1+( �+ ,.)0$&.) �+&)�+$&.  #�)&!1+( Q
�+&)�+$&.(T,E) =

�+&)(T,E)�1�&$g),.(T,E)

L�8�O
. Q

�1�&$g),.(T,E) = g( |E1|

|E|
,
|E2|

|E|
, . . . ,

|En|

|E|

) L�8R�O
�)!  &'#(!)0!2 1+( (+11.($ : `���2  .&$ �$(! ).$#!8 g0&2 �!% /+�!�(%  !% $!%$% )! %.)$ 0.))�!% *�!1!) +)$ �"+11(!)$&%%+6!2 0.)$(+&(!5!)$ : `��� . �!% /+�!�(% 1.%%&-�!% 1.�( 03+*�! +$$(&-�$ %.)$ 0.))�!%+/+)$ �"+11(!)$&%%+6!8 g� 1!�$ +((&/!( *�"�) $!%$ )! (!)/.&! *�"�)! %!��! /+�!�(2 5�5! %& �!% !M!51�!% "+11(!)$&%%+6! %.)$ ).5-(!�M8 g� )"!%$ +�.(% 1+% +00!1$+-�!  ! (!)/.;!( �) +(-(! )! $!)+)$ 1+% 0.51$!  !%+�$(!% /+�!�(% 1.%%&-�!%  � $!%$8 \"+�6.(&$35! + #$# + +1$# !) 0.)%$(�&%+)$  !% -(+)03!% %�11�#5!)$+&(!%21.&)$+)$ /!(%  !% ,!�&��!%  .)$ �+ /+�!�( 0.((!%1.) : �+ 0�+%%! �+ 1��% ,(#*�!)$! .-%!(/#! %�( �! P!� "!M!51�!% �$&�&%#% 1.�( 0.)%$(�&(! �! )f� 1+(!)$2 !) %�11.%+)$ *�! �+ 1(.1.($&.)  !% 0�+%%!% &)$!(/!)+)$ +)% 0!$$! 1+($&!  ! �"+(-(! !%$ +%%!� (!1(#%!)$+$&/!  !%  &'#(!)$% $!%$% $(+/!(%#%8
�#)#(+�!5!)$2 �!% +(-(!% 1(. �&$% %.)$ $(7% %&51�!%2 !$ 1�&%*�"&�% (!1(!))!)$ �!% (76�!% .-$!)�!% +/!0b`cde2 &�% .)$ �)! -.))! 0+1+0&$#  ! 6#)#(+�&%+$&.)8 g� ,+�$ 0!1!) +)$ ).$!( *�! �!�(% 1!(,.(5+)0!%%.)$ �#67(!5!)$ &),#(&!�(!% : 0!��!% .-$!)�!% 1+( �!% -+%!% ).) 1.%$F$(+&$#!%  ! b`cde 0+(  ! ).5-(!�M0�+%%&�!�(% %1#0&�*�!% *�& +5#�&.(!)$ �+ *�+�&$# %.)$ &0& #�+6�#%8 �#+)5.&)%2 �!% 1!(,.(5+)0!% (!%$!)$%�1#(&!�(!% : 0!��!%  ! `���  +)% �+ 1��1+($  !% 0+%8

��� ����y�s��� s�� yrs v�s����u��r�r��s
�.�% /!).)%  ! /.&(2  +)% 0! 03+1&$(!2 $(.&% $;1!%  ! 1.%$F$(+&$!5!)$% *�! ).�% +/.)%  #/!�.11#%!$ *�& %"+11�&*�!)$ :  !% -+%!%  ! (76�!% 1(. �&$!% 1+( b`cde8 b`cde + �)! 1(.1!)%&.) : 1(. �&(! !% -+%!%  ! (76�!% &51.($+)$!%  .)0  &40&�!% : &)$!(1(#$!(8 �.�% +/.)% +�.(% 0.)�� �) !)%!5-�!  !1.%$F$(+&$!5!)$% *�& 1!�/!)$ %! (#/#�!( !40+0!%  +)% �"#�+-.(+$&.)  "�)! (!1(#%!)$+$&.) 1��% +-.�$&! Q�)! %#(&!  "+�6.(&$35!% 6#)#$&*�!% 1!(5!$  ! %&51�&�!(  &(!0$!5!)$ �+ -+%!  ! (76�!%2 �"+�6.(&$35! b`c�1!(5!$  "!) !M$(+&(! �) +(-(!  !  #0&%&.) !$ �"#$� !  "�)! ,.)0$&.)  "+11+($!)+)0! 1!(5!$ �+ 3&#(+(03&F%+$&.)  !% (76�!% !)$(! !��!%8 U.�( �"�$&�&%+$!�(2 �! 03.&M  ! �"�) .� �"+�$(!  ! 0!% +�6.(&$35!%  #1!)  ! �+(!1(#%!)$+$&.) *�& ��& 1+(+�$ �+ 1��% + +1$#! 1.�( �! 1(.-�75! : (#%.� (!8 \! 1.%$F$(+&$!5!)$ 6#)#$&*�!20.55! �!% +�$(!% +�6.(&$35!%2 1!(5!$  "+5#�&.(!( �+ �&%&-&�&$#  � P!�  ! (76�!%2 5+&% %+)% 5. &�!( %+ %$(�0F$�(!8 \"#$� !  "�)! ,.)0$&.)  "+11+($!)+)0! !$ �"+�6.(&$35! b`c� 1(.1.%!)$ %.&$ �)! 3&#(+(03&%+$&.)  !%(76�!%2 %.&$ �+ 0.)%$(�0$&.)  "�) +(-(!  !  #0&%&.)2 *�& %.)$  !% (!1(#%!)$+$&.)% 1��% ,+0&�!% : 0.51(!) (!8^!%  &'#(!)$% +�6.(&$35!%2 +&)%& *�! 0!�M 1(#%!)$#%  +)% �! 03+1&$(! 1(#0# !)$2 %.)$ $.�% &���%$(#% %�(  !%!M!51�!% 03.&%&% 1.�( �!�( 1!($&)!)0!2  +)% �! 1(.03+&) 03+1&$(!8
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 PARAMÈTRES - E est l’ensemble non vide des exemples d’apprentissage, Ee est l’ensemble des
exemples de test pour l’élagage, R est la population de règles obtenue avec XCS-R et τ est un type
de test parmi ceux du tableau 6.2.
 RÉSULTAT - un arbre de décision
 E{ est l’ensemble des classes de l’ensemble des exemples de E.
 Ω(E) renvoie le nombre d’éléments de l’ensemble E.
 TERMINAL(E) renvoie une feuille dont la valeur est la classe la plus fréquente dans l’ensemble
des exemples de E.
 ENRACINE(A,t,Af ) ajoute un nœud fils à la racine de l’arbre A dont la valeur est Af et le label de
l’arc entre la racine et le nouveau nœud est t.
 ÉLAGUE(A) élague l’arbre en remplaçant tous les sous-arbres, dont l’erreur estimée sur le jeu de
test Ee est supérieure à un seuil fixé par l’utilisateur, par une feuille correspondant à la valeur de la
classe la plus fréquente du sous-arbre.

�� Ω


E{� 1 � X  Ω



R� 1 � %4�!�;=>�X�=@ �����+��


E�)* ��
 La population de règles R est vue comme un ensemble de tests Rτ selon τ .���� T = {Ti | ���+

(Ti, E) = max���+
(Tk, E) ∀ Tk ∈ Rτ}���� VT = {ti|i = 1, 2, . . . , n}

B=D �AB= @D W=D ?=D?D T���� {Ei|i = 1, 2, . . . , n}
B=D DX D�=>D=��B=D <X@@=D�X>WA>?D� �A@?C?CX>>ED D=BX> B=D �AB= @D VT

W  ?=D?
T A�� BC E D @ B=D ==�� B=D W= E 
���� A  >= Y = CBB= BA�=BBCDE= �A@ T�� ! i W= � � n $%�!&�� Ω



Ei� 1 � %4�!�

Ai 1 �����+��

E���*�* �� Ω



Ei� 1 Ω



E� %4�!�

 E est un jeu d’exemples dont les classes sont éventuellement différentes, mais renvoyant
tous la même valeur pour le test T
Ai 1 �����+��


E���*�*
Ai 1 �	C�
R \ {T }� Ei � Ee � τ�)* ��

A 1 �+����+�
A�ti �Ai�)* �� !;=>�X�=@ ���	-�
A�
<4=�!��>?& �	A �X><?CX> �	C�
R� E � Ee � τ�
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�.�% 1(#%!)$.)%  +)% �! $+-�!+� �8T �+ �&%$!  !% +�6.(&$35!% *�! ).�% +/.)% 1(.1.%#%  +)% �!%  !�M03+1&$(!% 1(#0# !)$%2 +/!0 *�!�*�!% &),.(5+$&.)% %;)$3#$&*�!% �!% 0.)0!()+)$8 ^!% &),.(5+$&.)% 1!�/!)$%!(/&( : 0.51(!) (! �!%  &'#(!)0!% !)$(! 03+0�)  ! 0!% +�6.(&$35!% !$ : !) ,+0&�&$!( �! 03.&M 1+( �)�$&�&%+$!�( &)$#(!%%#8\! ).5-(! &51.($+)$  "+�6.(&$35!% 1(./&!)$ %�($.�$  � ,+&$ *�"&� ; +  ! ).5-(!�M $;1!%  ! 1(.-�75!% &'#(!)$% !) 0�+%%&�0+$&.)8 \! 03.&M  ! �"+�6.(&$35! : �$&�&%!( !%$  .)02  +)% �+ 1��1+($  !% 0+%2  &(!0$!5!)$ #$!(5&)# 1+( �! $;1!  !%  .))#!% -(�$!% : $(+&$!( !$  ! �+ *�!%$&.)  ! %+/.&( %& �)!  .))#! -(�$! 1!�$
�$(! �+-!��&%#! .� ).) 1+( 1��%&!�(% 0�+%%!%8 \!%  .))#!% !)$&7(!% .� -&)+&(!% ,.)$ +11!� : �) $;1!  !0�+%%&�0+$&.)  �( .�  .�M !$ �!%  .))#!% (#!��!% : �) $;1! Z.� .� 1+( &)$!(/+��!% Z.�%8 \+ (!1(#%!)$+$&.)  !%(76�!% &)$!(/&!)$ !)%�&$!  +)% �! 03.&M  ! �"+�6.(&$35!8 ["+1(7% ).% !M1#(&5!)$+$&.)%2 ).�% +/.)% 0.)%$+$#*�! �!% (!1(#%!)$+$&.)% +(-.(!%0!)$!%2 &) &*�#!% 1+( �!% 0.�.))!% LRO !$ LSO2 %.)$ 1��% %&51�!% : &)$!(1(#$!(!$ : /&%�+�&%!( 5+&% )#0!%%&$!)$ �) 1+(+5#$(+6! 1��% 0.51�!M! !$ %.)$ 1+(,.&% 5.&)% 1!(,.(5+)$!% *�! �!%(!1(#%!)$+$&.)% 1�+$!%8 \+ 0.�.))! L�O 1(#0&%! �+ (!1(#%!)$+$&.) &)$!()!  !% (76�!% L&) &/& �% 6#)#$&*�!%O Q�"+11(.03!  ! U&$$%-�(63 (#�)&$ 1��%&!�(% (76�!% 1+( &) &/& � $+) &% *�! �"+11(.03!  !�&03&6+) )"!) (#�)&$*�"�)! %!��!8 \+ 0.�.))! L]O &) &*�! �! $;1!  ! (#%��$+$ �)+� .-$!)� 1.�( 03+*�! +�6.(&$35!8 �) (#%��$+$,.(5#  "�)! 1.1��+$&.)  ! (76�!% 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!% !%$ 1��% 0.51�!M! : (!1(#%!)$!( L6(+13&*�!5!)$.� ).)O !$ : &)$!(1(#$!( L1+( �) +�$(! +�6.(&$35! .� 1+( �) !M1!($ 3�5+&)O8 \+ 0.�.))! L�O �&%$! �!%1+(+57$(!% �!% 1��% &51.($+)$% *�&  .&/!)$ �$(! 5+�$(&%#% 1+( �"�$&�&%+$!�( 1.�( .-$!)&(  !% (#%��$+$%&)$#(!%%+)$%2 !) 1��%  !% 1+(+57$(!% 6#)#$&*�!% 0�+%%&*�!% *�& %.)$ 0.55�)% : $.�% �!% +�6.(&$35!%8h)�)2 �+ 0.�.))! L¡O 0.51+(!  ! 5+)&7(! +11(.M&5+$&/! �+  �(#!  "!M#0�$&.)  ! 0!% +�6.(&$35!%8



�	�	�
���� ���

����
�������������� ��
RSR

� � � � � � � � � � � 	

� 
 � �  � � � � � � � � �

�
�
� �

� � � � � � � � � � � � � � � 	  	

� � � ! " # � 	  	

� " � $ $ % & � � � % � '

� 
 � �  � � � � � � � � �

� � �
�

� � � ( � � � � � ) 	

� 
 � �  � � � � � � � � �

� � �
�

� * � + � $ 	  	 � # , " 	 $ � - � . � � � � / � � � , 	 � 0 � 1 � � / 	 2 . 3 � �

4 5 6 �

7 8 9 � : � 0 0
� ; � � � � 7 � � �  
 � � � � �  < � � � = � > ? @ � � A � B � � 9 � �  C B � � : �  � � � � � � D � � � � � E � �  C B � � � @ � F � � � � � � G H � � �

I 8 J K L � : � M �
� ; � � � � 7 � � �  
 � � � � �  < � � � = � > ? @ � � A � B � � 9 � � : � : > � � � � � �

: � >  � � > � � � � � �

� � � � � � �

D � � � � � E � � � : � : > � � K

� � � �

N � � B > � � � A �

7 8 9 I � : � M -
� ; � � � � 7 � � �  
 � � � � �  < � � � O � � � �  
 � � � � � P � > � ; � � � � Q >  B A 9 � �  C B � � : � > 

� � > � � � � � � � � � � � � �

D � � � � � E � �  C B � � � N � � B > � � � A �

;  � B 4 � � � : � R �
� O  Q �  � � � � � � � S ? :  � � � � � � �  Q �  � � K

� � � � �

T � � > @ � � A � B � � 9 � �  C B � � : �  � � � � � � D � � � � � E � � �  Q  � � U

:  � Q � Q � � � � < � : � 

� : <  � � � >  �

N � � B > � � � A �

4  � H 4 � � � : � R �
� O  Q �  � � � � � � � S ? :  � � � � � � �  Q �  � � K

� � � � �

T � � > @ � � A � B � � 9 � �  C B � � : �  � � � � � � 4  � H H � �  � N � � B > � � � A �

; � � � K �  � � � � H � � � �

B < � < � � V > � � � : � � G *
�

; � � � � 7 � � �  
 � � � � �  < � � � = � > ? @ � � A � B � � 9 � � : � : > � � � � � �

: � >  � � > � � � � � �

� � � � � � �

N � : �  � H < �  � B � E �

I 8 J K L

8 � >  � � � � G H � � �

I 8 J * � : � � � -
� O  Q �  � � � � � � � O  Q  � E � E < � � � � � � = >  @ � � A � B � � 9 � �  C B � � : � > 

� � > � � � � � � � � � � � � �

N � : �  � H < �  � B � E �

I 8 J K L

8 � >  � � � * H � � �

W X Y
Z

[
\

] ^
_ ` a b c d e f g f e h i j k l m b c n f e o l k o k e p e\



RSS �������� �	 ��������������� � ��� �����
� �� ���
��



�������� �

��������
���
  �
	��
���


��� ������������
h) $#�# #$!0$&.)2 �+ /+�& +$&.)  !% (#%��$+$% ,.�()&% 1+( �!% +�6.(&$35!% !%$ �)! #$+1! !%%!)$&!��! Q !��!1!(5!$  ! 0.),(.)$!( 0!% (#%��$+$% +/!0 �!% 5!%�(!% +� %.� !$ #1(.�/! �!% +�6.(&$35!% +/!0  !%  .))#!%(#!��!%8 �.�% +/.)% !'!0$�#  ! ).5-(!�%!% !M1#(&5!)$+$&.)% +/!0 �!% +�6.(&$35!% 1(#%!)$#%  +)% �!%03+1&$(!% 1(#0# !)$%8 U.�( 0! 03+1&$(!2 ).�% +/.)% %#�!0$&.))# 0!��!% *�& &���%$(!)$ +� 5&!�M �! 03.&M ! $!� +�6.(&$35! 1��$	$ *�"�) +�$(!2 +&)%& *�! 0!��!% *�& %.)$ �!% 1��% 1!($&)!)$!% 1.�( 03+0�)!  !%(!1(#%!)$+$&.)%  #/!�.11#!%  +)% 0! 5#5.&(!8\+ /&%�+�&%+$&.)  ! 0!% .-P!$% )"#$+)$ 1+% $(&/&+�!2 ).�% +/.)% &)$(. �&$ 1��%&!�(% (!1(#%!)$+$&.)%6(+13&*�!% 1!(5!$$+)$  ! ,+&(! �! �&!) !)$(! #03+)$&��.)% -(�$%2 #03+)$&��.)% !M1!($% !$ -+%!%  ! (76�!%8

�.�% �!% 1(#%!)$!(.)% !) 1(!5&!( �&!�2  +)% �+ %!0$&.) ¡8S8\!% #$� !%  ! 0+% *�! ).�% !M1.%.)% !)%�&$! %!(.)$ (!6(.�1#!% 1+( $;1!  ! 1(.-�75!  ! 0�+%%&�0+$&.)8[+)% �+ %!0$&.) ¡8T2  !% 0�+%%&�0+$&.)%  ! $;1! VA@W !$ DXY ? : 1+($&(  ! 0�+%%&�!�(% : %$(�0$�(! 1�+$! %.)$(#+�&%#!% : �"+& !  !% +�6.(&$35!% _`a !$ b`cde8 h) �$&�&%+)$ �"�)!  !% -+%!%  ! (76�!% .-$!)�!% +/!0b`cde2 ).�% !%%+&!(.)%  !  #5.)$(!( �!% +/+)$+6!% : �$&�&%!( �) 1.%$F$(+&$!5!)$ 6#)#$&*�! +�)  ! (# �&(!�+ $+&��!  ! �+ -+%! %+)%  #0(.�$(! �+ *�+�&$#  ! 0�+%%&�0+$&.)8 h)%�&$!2 �+ 1+($&! %�&/+)$! %!(+ 0.)%+0(#!: �+ 0�+%%&�0+$&.)  ! $;1! Z.�! : 1+($&(  ! 0�+%%&�!�(% : %$(�0$�(! +(-.(!%0!)$!2 5!$$+)$ !) f�/(! �!%+�6.(&$35!% Hj��ilm !$ ijJkilm8\! 1.%$F$(+&$!5!)$ 6#)#$&*�! )"!%$ 1+% �! %!�� 5.;!)  ! (!) (! �)! -+%!  ! (76�!% 1��% 1!(,.(5+)$!8\".1$&5&%+$&.) 1+( ? >C>
  !% 1+(+57$(!%  ! b`cde2  +)% �+ %!0$&.) ¡8�2 #$� &! �"&)Z�!)0!  � ).5-(! ! 6#)#(+$&.)%2  ! �+ $+&��!  � P!�  ! (76�!% !$  ! �+ D�E<C	<C?E  !% 0�+%%&�!�(%  ! b`cde 1+( (+11.($ +�$!51%  "+11(!)$&%%+6!2 : �+ *�+�&$#  � P!�  ! (76�!% 6#)#(# .� +�M $+�M  ! ,+�M 1.%&$&,% !$ ,+�M )#6+$&,%8\+ %!0$&.) ¡8] !%$ (#%!(/#! : �+ 0.51+(+&%.)  !% +�6.(&$35!%  #/!�.11#%  +)% �! 0+ (!  ! 0!$$! $37%!:  "+�$(!% +�6.(&$35!% 0.))�% 1.�( �$(! (.-�%$!% !) 0�+%%&�0+$&.)8 �.$+55!)$ �"+�6.(&$35!  "!M$(+0$&.) "�) +(-(!  !  #0&%&.) 1+( b`c� !%$ 0.51+(# : `��� !$ �"+�6.(&$35!  ! 0�+%%&�0+$&.) Z.�! _`ab !$0.51+(# : �)! +11(.03! : -+%!  ! (#%!+�M  ! )!�(.)!% !$  ! 5+03&)!% : /!0$!�(% %�11.($%8
�.�% 0!% +�6.(&$35!% 1(. �&%!)$ �) !)%!5-�!  ! (#%��$+$% +%%!� 0.)%#*�!)$8 9 $&$(!  ! 0.)0��%&.)2 �+ !()&7(! %!0$&.) 1(.1.%! �)! $!03)&*�! -+%#! %�( �) �X?= <X>D=>D =B *�& 1!(5!$  ! 0.5-&)!( �!% (#%��$+$%.-$!)�% 1+( �!% +�6.(&$35!% *�! ).�% /!).)%  ! 0&$!(8 \! 0.)0!1$ 6#)#(+� !%$ 1(#%!)$#2 %�&/&  "�) !M!51�!0.5-&)+)$ �!% (#%��$+$%  ! 3�&$ +�6.(&$35!%2  .)$  !�M ).) %�1!(/&%#%2 : 1+($&(  "�)! &5+6! $(+&$#!  +)%�! 0+ (!  � 1(.P!$ �g[h8
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�!�(% (!1(#%!)$! %+)%  .�$! �+ 5!&��!�(! 5#$3. !  ! /+�& +$&.) 1.%%&-�! 1.�( �) �$(! 3�5+&)8 �.�% +/.)% .)0  #/!�.11# �)! %#(&!  ! $(.&% 5#$3. !%  ! �CD ABCDA?CX> D<C=>?C	 =2 1(.0�(+)$ : �"�$&�&%+$!�( �)! !%0(&1$&.) +-%$(+&$!  !% (76�!%  ! 0�+%%&�0+$&.)8 ^!$$!  !%0(&1$&.) 1!�$ �$(! 0.51+(#! +�M  .))#!% +�) "!) $&(!(  !% 0.)0��%&.)% &)$#(!%%+)$!% 1.�( �! (+4)!5!)$  !% (76�!% .� �".1$&5&%+$&.)  ! �"+11(!)$&%%+6!8h)�)2 !��! 1!(5!$  ! (!) (! �!% 0�+%%&�!�(% 1��% �&%&-�!% !$ 0.)$(&-�! : �!�( 0.51(#3!)%&-&�&$#8
����� ������� ��� �������������

\+ 0(#+$&.)  !% &) &/& �% 6#)#$&*�!% !%$ �)! #$+1!  &40&�!8 [!% $!03)&*�!% �+-�!% %.)$ )#0!%%+&(!%2+� %!&)  ! �".1#(+$!�(  "&)&$&+�&%+$&.)2 1.�( )! 1+% 0(#!( �)! 1.1��+$&.) $(.1 #�.&6)#!  ! �+ %.��$&.) :$(.�/!(8 \! D�=<?@X
@A��= !%$ �) .�$&� *�! ).�% +/.)% 5&% +� 1.&)$ +�)  "+/.&( �)! 1(#F+)+�;%!  !% .))#!% %1!0$(+�!% 1.�( �"+11(!)$&%%+6!8 g� &) &*�! 1.�( �)! 0�+%%! !$ �) +$$(&-�$  .))# �+ (#1+($&$&.) !% /+�!�(%  ! �"+$$(&-�$ 1.�( �!% #03+)$&��.)% +11+($!)+)$ : 0!$$! 0�+%%!8 \!% #$+1!%  ! �+ 0(#+$&.)  �%1!0$(.6(+55! %.)$ �!% %�&/+)$!% Q
� 1.�( 03+*�! 0�+%%! k  .))#!2  #$!(5&)!( �"!)%!5-�! Ek

 !% #03+)$&��.)% -(�$% #$&*�!$#%  ! �+ 0�+%%!
k 1+( �"!M1!($2

� 1.�( 03+*�! #03+)$&��.) ek,i ∈ Ek
0.51(!)+)$ n +$$(&-�$% { ak,i(1)2 . . .2 ak,i(j)

2 . . .2 ak,i(n) } 2+%%.5-(&( �!% 1&M!�%  ! 0..( .))#!% (j; ak,i(j))
1.�( j ∈ [1;n] 8
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 ¡8R � �1!0$(.6(+55!  "�) 0.51�!M! %1.($&,  ! �$(+%-.�(6 L�$+ ! !+�-+)O 0+1$�(# 1+( �U�� LT0+)+�MO8
\!% �6�(!% ¡8R !$ ¡8S 1(#%!)$!)$  ! $!�% %1!0$(.6(+55!%8 ^3+*�! 0.�.))!2 %#1+(#! 1+( �)! -.( �(!).&(!2 0.((!%1.) : �)! 0�+%%!2 & !)$&�#! 1+( �+ 0.��!�(  ! �+ �#6!) ! !M1!($! !$ 1+( �) )�5#(.8 ^!%0.�.))!% %.)$ !��!%F5�5!% %#1+(#!% !) %.�%F0.�.))!%2 1.�( 03+0�)  !% +$$(&-�$% 0.((!%1.) +)$8 U.�( �!%#03+)$&��.)% (!1(#%!)$+)$  !% 1&M!�% %1!0$(+�M2 �! %1!0$(.6(+55!  "�)! 0�+%%! 1!�$ �$(! /� 0.55! �!% !%%&)% %�00!%%&,% +� 0(+;.)  !% %1!0$(!%  ! 03+0�)  ! 0!% 1&M!�%2 �!% /+�!�(% %.5-(!% 0.((!%1.) +)$  .)0+�M /+�!�(% �!% 1��% ,(#*�!)$!%8 \!  !6(#  "+%%.5-(&%%!5!)$ !%$ ).(5+�&%#  ! $!��! %.($! *�! �! 0.)$(+%$!
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 ¡8S � �1!0$(.6(+55!  ! �+ �.)!  ! �+) N!�&0! L!!)&%!O 0+1$�(#! 1+( ���g� L�� 0+)+�MO8 \!%  !�M1(!5&7(!% 0�+%%!% %.)$  !% 0�+%%!%  ! /#6#$+$&.)2 �!% $(.&%  !()&7(!% %.)$  !% 0�+%%!%  "!+�8
%.&$ 5+M&5+� %�( $.�$ �! %1!0$(.6(+55!8 \!% 1.&)$% %&$�#% !) -+% 0.((!%1.) !)$ :  !% /+�!�(%  "+$$(&-�$%L(+ &+)0!%O ,+&-�!%2 �!% 1.&)$%  � 3+�$ 0.((!%1.) !)$ :  !% /+�!�(% #�!/#!%8\! %1!0$(.6(+55! 1!(5!$  "+11.($!( �)! (#1.)%! +�M 1.&)$% %�&/+)$% Q

� &� 1!(5!$  "+)+�;%!( �+ *�+�&$#  ! �"!M1!($&%! !$  !%  .))#!% Q �!% 0�+%%!% -(�&$#!% ; +11+(+&%%!)$0�+&(!5!)$ L1+( !M!51�!2 �+ 0.�.))! R�  ! �+ �6�(! ¡8R (!1(#%!)$+)$ �! -#$.) +11+(+�$ 1��%  &��#!O+&)%& *�! 0!��!% *�& %.)$ $(7% 0.((#�#!% L+&)%& �!% 0.�.))!% T2 � !$ ]  ! �+ �6�(! ¡8SO2� &� +�$.(&%! �"+11(.M&5+$&.)  ! �+ (#1+($&$&.) %$+$&%$&*�!  !% /+�!�(% 1.�( 03+*�! 0�+%%!2 0! *�& 1!(5!$ "!) $&(!(  !% 0.)0��%&.)% �$&�!% 1.�( 0!($+&)% 1+(+57$(!% 6#)#$&*�!% Q 1+( !M!51�!2 �)! (#1+($&$&.)#$(.&$! &)/&$! :  &5&)�!( �+ ,(#*�!)0!  !% 5�$+$&.)% !$ : 0.)%.�& !( �! %!�&�  ! 0.)/!(6!)0!  !�"+�6.(&$35! 0+( �"&)&$&+�&%+$&.)  !% &) &/& �% %!(+ 1(.03!  ! �+ %.��$&.) : $(.�/!(2� !)�)2 �+ /+�& +$&.)  ! �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!% !%$ ,+0&�&$#! 1�&%*�! �".) 1!�$ 0.51+(!(  "�)!1+($2 �!% 1(.1.($&.)%  !% /+�!�(%  ! (+ &+)0!%  !% %1!0$(!%  !%  .))#!%  ! $!%$ !$  "+�$(! 1+($2 �!%1.%&$&.)% 0.((!%1.) +)$!%  !% 0.)$(+&)$!% %1!0$(+�!%  !% (76�!%8
��( �+ �6�(! ¡8R2 ).�% 1.�/.)% /.&( �!% %1!0$(!% �!% 1��% ,(#*�!)$%  ! .)�! 0�+%%!%2 .-%!(/#% 1+( �!0+1$!�( �U��8 ["�)! 5+)&7(! 6#)#(+�!2 �) !)%!5-�!  ! 1&M!�% ).&(% 0.((!%1.) : �) %1!0$(! $(7% 0&-�#L0.55! �"!+�  ! �+ 0.�.))! )◦RRO !$  !% $(+�)#!% !) 6(&% 0�+&( 0.((!%1.) !)$ : �)! /+(&+-&�&$# %1!0$(+�! 1��%&51.($+)$! L0.55! �".5-(!  ! �+ 0.�.))! )◦]2 0�+%%! %.�/!)$ 0.),.) �! +/!0 �"!+�O8 \!% %1!0$(!%  &'�%1!�/!)$ 0.((!%1.) (! :  !% 0�+%%!% -(�&$#!% .� -&!) :  !% 0�+%%!% 0.51.%&$!% 0.55! �!% 0�+%%!%  ".5-(!%*�& (!0.�/(!)$ 1��%&!�(% (#6&.)% +�M %1!0$(!% /+(&#%8 [! 1��%2 �)! 5�5! -+) ! )".'(! 1+% ,.(0#5!)$ �+5�5! *�+�&$# %!�.) �+ 0�+%%! .-%!(/#! Q %�( �+ �6�(! ¡8S2 �"�)!  !% -+) !% 1(#%!)$! �) +($!,+0$ 1(.).)0#1.�( �+ 0�+%%! )◦R2 �+(6!5!)$ +$$#)�# 1.�( �+ 0�+%%! )◦]8 ^.)0!()+)$ �+ (!1(#%!)$+$&.)  !% (76�!% !$ �!�(/+�& +$&.)2 �!% %1!0$(!%  &'�%  .&/!)$ 0.) �&(! �!% (76�!% : 6#)#(+�&%!( L0+(+0$7(! "X�=@2 &)$!(/+��!% 1��%�+(6!%2 888O8 ��+)$ +�M %1!0$(!% 1(#%!)$+)$  !% +�$#(+$&.)%2 &�%  .&/!)$ 0.) �&(! �+ (76�! : %! 0.51�!M&�!(L+P.�$  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%2 1(.,.) !�(  !% +(-(!% 1��% #�!/#!2 888O8 hM+5&).)% 1��% 1(#0&%#5!)$�!% 0.�.))!% )◦] !$ )◦RR  ! �+ �6�(! ¡8R8 !.&0& �!% (76�!% +%%.0&#!%2  #0.�/!($!% 1+( _`a Q
� ^.�.))! )◦] L.5-(!O Q �� ���� �T �SR� �RR ��S� L#/+��+$&.) Q �]8T��O
� ^.�.))! )◦RR L!+�O Q �� �T�� �� �S¡� �R �R]� L#/+��+$&.) Q �]8]��O["+1(7% �! %1!0$(.6(+55!2 .) (!5+(*�! *�! 1.�( �"!+� �+ *�+%&F$.$+�&$#  !% 1&M!�%  !%  !�M  !()&7(!%-+) !% .)$ �)! /+�!�( -&!) 1(#0&%!2 +�.(% *�! 0! )"!%$ 1+% �! 0+% 1.�( �".5-(!8 ^!0& !%$ $(7% ,.($!5!)$/&%&-�!  +)% �!% (76�!% .-$!)�!% Q �"&)$!(/+��!  ! �+  !()&7(! -+) ! 1.�( �".5-(! !%$  !�M ,.&% 1��% 6(+) *�! 0!��&  ! �"!+�8\! %1!0$(.6(+55! !%$ $.�P.�(% �! 5�5! 1.�(  !% 0.�1�!%  "#03+)$&��.)% -(�$% !$ !M1!($%  .))#%8 U!�+'!0$# 1+( �+ $+&��!  !%  .))#!% L).5-(!  "#03+)$&��.)% !$ ).5-(!  ! -+) !% %1!0$(+�!%O2 &� %! 0+�0��! $(7%(+1& !5!)$ L5.&)%  "�)! %!0.) !O8 U�&%*�"&�  .))! �)! & #! 6#)#(+�!  !% (76�!% *�! �".) /+ .-$!)&(2 ).�%�"+/.)% �$&�&%# 1.�( /+�& !( �!% (76�!% 1(. �&$!%2 !) $+)$ *�"&) &0+$!�( 1.�( �!% 13+%!%  ! 1(#F$(+&$!5!)$
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 ¡8T � \"+�6.(&$35!  ! /&%�+�&%+$&.) eIlG�l� +11�&*�# %�( �+ -+%!  ! (76�!%  ! b`cde 1.�( �)!&5+6!  ! ��&0��&( L� 0+)+�MO8 \!% ).5%  !% 0�+%%!% %.)$ &) &*�#% !) +-%0&%%!8
� �!% (76�!% %.)$  &/&%#!% !) 1��%&!�(% 6(.�1!%2 %!�.) �!�( 1+($&! �A<?CX>� L&0&2 &� %"+6&$ -&!) #/& !5F5!)$  ! �+ 0�+%%! 1.�( �+*�!��! 03+*�! 0�+%%&�!�( $(+/+&��!O2
� �!% (76�!%  ! 03+*�! 6(.�1! %.)$ +�.(%  #0.�1#!% %!�.) �!�(%  &'#(!)$!% 1+($&!% �<X>WC?CX>� !$03+0�)!  ! 0!% 0.) &$&.)% !%$ +403#! : �) !) (.&$ -&!) 1(#0&%  �  &+6(+55!8 U+( !M!51�!2 %�(�+ �6�(! ¡8T2 �+ 0.) &$&.) )◦R  !% (76�!% %"+0$&/+)$ 1.�( �+ 0�+%%! )◦S !%$ +403#!  +)% �+ 0.�.))!).55#! � -R �  ! �"!)%!5-�! � 0�+%% S �2� �!% 0.) &$&.)% %.)$ +403#!% !) �$&�&%+)$ �!% -.()!%  !% &)$!(/+��!% *�"!��!% 0.)$&!))!)$ Q �) &)$!(/+��!
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Spartina Maritima 60% + Soil (20-30%)

Limonium 60% + Soil 10% + Spa/Sar 10%

Spartina Maritima > 80%

Limonium 50% + Sarcocornia 50%
Sarcocornia Fruticosa > 80%

SPA1

LIM1

SPA2

LISR
SAR2

Pastille Classe Acronyme

Eau WAT
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Nombre de pixels selon l'expert  
SAR2 LISR SPA2 SPA1 LIM1 Qppa 

SAR2 222 0 0 0 5 98% 
LISR 59 149 0 0 21 65% 
SPA2 0 0 382 162 8 69% 
SPA1 0 0 0 28 0 100% 
LIM1 0 0 3 33 468 93% 
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Nombre de règles activées
par un échantillon :

0 1 2 3 4 5
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Nombre de pixels selon l'expert  
SAR2 LISR SPA2 SPA1 LIM1 Qppa 

SAR2 266 12 0 0 3 95% 
LISR 11 133 0 0 2 91% 
SPA2 0 0 353 83 1 81% 
SPA1 0 0 27 106 3 78% 
LIM1 4 4 5 34 493 91% 
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f���� =
1.0654 + x3 − |1.0654 + x2|

|x3 + x2|
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Répartition des échantillons en Limonium
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0 0,05 0,1 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,6 0,7 0,8 0,88 1
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Répartition des classes des contre-exemples

Eau
38%

Sol
32%

Sarcocornia
15%

Juncus
11%

Spartina
4%
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��jkIl �'JIJK��m `�jj�IJK��m i�m�jJK��mR b19−b14
b17

�8�]� �8��S R�S b15·(b19−b16)
b1·b6

�8��� �8�¡� SS�T b19·b15
(b2−b9)+(b8·b16) −

(b2−b9)+(b8·b16)
b19+(b8·b16)

�8��� �8�R� ��T
� b17−b15

b4·0.9845 − 0.938402
b17−b18

�8��� �8�]� ��
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Q
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NG · T[P ]

1934
+ 79, 52 · T[P ] + 0, 4055 ·NG − 23155
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�.�% +/.)% �+)0#  ! R�� : R��� !M1#(&5!)$+$&.)% !) #$� &+)$ �"&)Z�!)0!  ! �+ $+&��!  ! �+ 1.1��+$&.)2�! ).5-(!  ! 6#)#(+$&.)% !$ 0!($+&)% 1+(+57$(!% &)$!()!% : �"+�6.(&$35! 0.55! �! <X�=@�@A>W !$ θ��L,(#*�!)0!  "+11!�  ! �"�� %�( �+ 1.1��+$&.) �U�O8 \+ �6�(! ¡8S� 1(#%!)$! �+ *�+�&$# .-%!(/#!  ! �+ -+%! ! 0�+%%&�!�(% %�( �) P!�  ! $!%$2 !) ,.)0$&.)  ! �+ $+&��! (#!��!  ! �+ 1.1��+$&.) L
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 ¡8R� � ��E<C	<C?E 5.;!))!  !% 0�+%%&�!�(% !) ,.)0$&.)  � ).5-(!  ! 6#)#(+$&.)%8
 "+�$(!% 1+(+57$(!% 0.55! �! ).5-(!  ! 6#)#(+$&.)%8 ^.55! ).�% �! (!5+(*�.)% %�( �! 6(+13&*�!2 0!%!�&� !%$  "!)/&(.) S��� (76�!%8 U+(0! *�! 0!% !M1#(&5!)$+$&.)% %.)$ $(7% �.)6�!%2 ).�% )"+/.)% 1+% (#+�&%# ! �&%%+6!2  ". �"+%1!0$ !) 1&0%  ! 0! 6(+13&*�!�8 �.$.)% +�%%& *�! �+ *�+�&$# .-%!(/#! %�( �!% 5+$(&0!% ! 0.),�%&.) [^� L/.&( �+ %!0$&.) �8�8S8RO !%$ &),#(&!�(! : 0!��! .-$!)�! %�( �!% 5+$(&0!% 0�+%%&*�!% Q �)1(.-�75!  ! 0�+%%&�0+$&.)  ! $;1! DXY? #$+)$ $.�P.�(% 1��%  &40&�! *�"�) 1(.-�75!  ! $;1! VA@W8

�) +�$(! $!%$ !%$ 1(#%!)$# &0& !) �$&�&%+)$ �!% 0.�(-!% ��^ L+)682 ;=<=C�=@ ��=@A?C>
 �VA@A<?=@CD?C<O&)$(. �&$!  +)% �+ %!0$&.) �8�8S8�8�)! *�!%$&.) &)$#(!%%+)$! 0.)0!()! �"#$� !  ! �"&)Z�!)0!  ! �+ D�E<C	<C?E !% 0�+%%&�!�(% 1+( (+11.($ +�M $+�M  ! ,+�M 1.%&$&,% !$ ,+�M )#6+$&,%8 U+( !M!51�!2 �) 0�+%%&�!�( $(.16#)#(&*�! 0.�/(&(+ �)  .5+&)!  !  #�)&$&.) $(.1 /+%$! !$ %"+0$&/!(+ 1.�( 03+*�! !M!51�!8 9 �"&)/!(%!2�) 0�+%%&�!�( $(.1 %1#0&�*�! )! %"+0$&/!(+ P+5+&% !$ %!(+ &)�$&�!  +)% �! P!�  ! (76�!%8 \+ D�E<C	<C?E  "�)0�+%%&�!�( %! 5!%�(! 1+( �+ %�(,+0! 0.�/!($! 1+( �!% &)$!(/+��!%  !% 0.) &$&.)%2 1+( (+11.($ : �)! 5!%�(! #1!) +)$!  ! �+ -+%!  ! 0�+%%&�!�(% L1+( !M!51�!2 �+ 5.;!))!  !% %�(,+0!%  !% (76�!%  ! $.�$ �) P!�  !(76�!%O  ! $!��! %.($! *�"!��! %.&$ &) #1!) +)$!  ! �"#03!��!  !%  .))#!%8 \!% 0.�(-!% ��^ (!1(#%!)$!)$�) 5.;!) !40+0!  ! $!%$!( �"&)Z�!)0!  ! �+ D�E<C	<C?E  !% 0�+%%&�!�(% !) 5. &�+)$ �!�( $+&��!8 ^!$$!5. &�0+$&.) 0.((!%1.) +� 1+(+57$(! p  ! �+ 0.�(-!8�1(7% �"+11�&0+$&.)  ! 0! 1+(+57$(!2 1(&%  +)% �"&)$!(/+��! [0; 1]2 �+ 1+($&! �<X>WC?CX>� [mR
i ;MR

i ] "�)! (76�! R 1.�( �"+$$(&-�$ i !%$ (!51�+0#! 1+( Q
[µ− ε;µ+ ε] . µ =

mR
i +MR

i

2
!$ ε = µ · p

L¡8�O
\! P!�  !  .))#!% !%$ !)%�&$! 0�+%%# +/!0 �+ ).�/!��! 1.1��+$&.) !$ �!% 5!%�(!%  ! *�+�&$# 1 −QD�=!$ QD=>D %.)$ (!1.($#!% %�( �+ 0.�(-!8 \+ �6�(! ¡8SR 5.)$(! �! (#%��$+$ .-$!)�8
�.�% ; /.;.)% *�! �!% 0�+%%!% 1�(!% � DA@� � L�A@<X<X@>CA �@ ?C<XDAO !$ � D�A� � L��A@?C>A�A@C?C�AO%.)$ 5.&)% %!)%&-�!% : �+ D�E<C	<C?E  !% (76�!%  ! b`cde8 9 �"&)/!(%!2 �!% 0�+%%!% 5&M$!% )#0!%%&$!)$ !% 0�+%%&�!�(% 1��% !40+0!%8 �) 1!�$ ).$!( *�! �!% 5!&��!�(% 0�+%%&�!�(%2 0.((!%1.) +)$ : �+  &%$+)0!

ACd
�+ 1��% 0.�($!2 %.)$ .-$!)�% 1.�( p = 1 2 0"!%$F:F &(! 0.((!%1.) +)$ +�M 0�+%%&�!�(% .(&6&)+�M2 %+)%5. &�0+$&.)8 \! %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% +11(!)  .)0  #P: �!% 5!&��!�(% (76�!% 1.%%&-�!%8
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 ¡8S� � ��+�&$# .-%!(/#!  ! �+ -+%!  ! 0�+%%&�!�(%2 5!%�(#! : �"+& !  � κF&) !M %�( �+ 5+$(&0!  !0.),�%&.) 3+-&$�!��! �L^�O !$ %�( �+ 5+$(&0!  ! 0.),�%&.)  &(!0$! �L[^�O2 !) ,.)0$&.)  ! �+ $+&��! (#!��! ! �+ 1.1��+$&.)8

��	
 ¡8SR � ^.�(-!% ��^ 1.�( 03+*�! 0�+%%!  � P!�  !  .))#!%  ! ^��g8
[! $.�$!% �!% #$� !%  ! $�)&)6 *�! ).�% +/.)% 5!)#!%2 ).�% !) +/.)% 0.)0�� *�"�) 1.%$F$(+&$!5!)$ ! $;1! 6#)#$&*�!2 0.55! 1(#%!)$#  +)% �+ %!0$&.) ¡8T8S2 (!%$! 1��% !40+0! *�! �+ 5. &�0+$&.)  &(!0$! !% 1+(+57$(!% &)$!()!%  ! b`cde8 ^!1!) +)$2 0!$$! %.��$&.) 1!�$ %"+/#(!( �+ 1��% (+1& ! 1.�( .-$!)&(
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�.�% (+11!�.)% -(&7/!5!)$ �!% 0+(+0$#(&%$&*�!%  ! 0!% +�6.(&$35!%8

_`a !%$ �) +�6.(&$35! #/.��$&, 1(. �&%+)$ �)! (76�!  ! 0�+%%&�0+$&.) 1.�( 03+*�! 0�+%%! : $(+&$!(8 \+1+($&! �<X>WC?CX>�  !% (76�!% !%$ ,.(5#!  ! 0.)P.)0$&.)%  !  &%P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%2 0! *�& +�$.(&%!�"+�6.(&$35! : (!6(.�1!( 1��%&!�(% 6(.�1!%  ! %1!0$(!%  +)% �+ 5�5! 0�+%%! 1+( �)! %!��! (76�!8b`cde !%$ �) %;%$75!  ! 0�+%%&�!�(% 1(. �&%+)$ �)! -+%!  ! (76�!% 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!% : $(+&$!(8 \+1+($&! �<X>WC?CX>�  !% (76�!% !%$ ,.(5#!  ! 0.)P.)0$&.)%  "&)$!(/+��!%8b`c� !%$ �) +�6.(&$35!  ! 1.%$F$(+&$!5!)$  "�)! -+%! 6#)#(#! 1+( b`cde !$ ; !M$(+&$ �) +(-(!  ! #0&%&.) 0�+%%&�+)$ $.�$!% �!% 0�+%%!% : $(+&$!(8`��� !%$ �) +�6.(&$35! &) �0$&, 0(#+)$ �) +(-(!  !  #0&%&.) 1.�( $.�$!% �!% 0�+%%!% : $(+&$!(8
U.�( �+ 0.51+(+&%.)2 �!% 1+(+57$(!% 1(&)0&1+�M  ! 0!% +�6.(&$35!% .)$ #$# 03.&%&% +�)  ".-$!)&( �+-+%!  ! (76�!% .� �!% +(-(!% �!% 1��% �#6!(% 1.%%&-�!2 $.�$ !) +;+)$ �+ 5!&��!�(! *�+�&$# %�( �"!)%!5-�! "+11(!)$&%%+6!8 �.�% +/.)% $(+/+&��# %�( �"&5+6!  ! ��&0��&( 2 0.51(!)+)$ � 0+)+�M %1!0$(+�M2 TS�!M!51�!% !$ ] 0�+%%!%8
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U+( �!�( )+$�(!2 0!% +�6.(&$35!% 1(. �&%!)$  !% .-P!$%  ! $;1!%  &'#(!)$%8 �)! %;)$37%! !%$ 1(.1.%#! +)% �! $+-�!+� ¡8¡8 �.�% 0.)%& #(.)% *�! 1+(5& �!% 0(&$7(!%  #�)&%  +)% �+ %!0$&.) R8S2 �+ *�+�&$#  !6#)#(+�&%+$&.) 0.((!%1.) : �+ 5!%�(! � *�+�&$# !) $!%$ �  #�)&!  +)% �! $+-�!+�2 !$ *�! �!% 0(&$7(!%  ! �+%&51�&0&$#  ! �+ (!1(#%!)$+$&.) !$ 0!��&  ! �+ 0.51(#3!)%&-&�&$# %.)$ (!1(#%!)$#% 1+( �!% 5!%�(!%  !% $+&��!% !% +(-(!% .�  !% -+%!%  ! (76�!% 1(. �&$!%8["+1(7% �! $+-�!+� ¡8¡2 �+ (!1(#%!)$+$&.) �+ 1��% %&51�! !%$ .-$!)�! +/!0 �"+�6.(&$35! _`a2 %�&/& !% +�6.(&$35!% `��� !$ b`c�8 b`c� 1(. �&$  !% +(-(!% �#67(!5!)$ 1��% 1!$&$% *�! `���2 -&!) *�! �+
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1(.,.) !�( 5.;!))!  !% +(-(!%2 0.((!%1.) +)$ : �+  �(#!  ! %.) #/+��+$&.)2 %.&$ �#67(!5!)$ %�1#(&!�(!8^!1!) +)$2 b`c� 1!(5!$  ".-$!)&( �+ 5!&��!�(! *�+�&$#  "+11(!)$&%%+6! !$  ! 6#)#(+�&%+$&.) 1+( (+11.($: �"!)%!5-�!  !% +�6.(&$35!% $!%$#%8

��	
 ¡8SS � hM$(+&$  ! �"+(-(!  !  #0&%&.) .-$!)� +/!0 `��� 1.�( �"&5+6!  ! ��&0� �&( 8
������ �����	���
 �����	���� �����	���� �����	�������� [184254095; 1697585823] [1111095941; 1112633176] [1101700664; 1107911210] [65713000; 1689640133]��� ������ ������ [812607812; 3995608073] [1101328817; 1107529419]��� [1111197921; 1111900618] ������ [1103982725; 1106351939] [1104847294; 1108970791]��� [1111831774; 1113828805] ������ [1105993125; 1110841190] [1553060173; 4126604578]∨ [1107331890; 1109909944]��� ������ ������ [1100513714; 1105572097] [1107829371; 1116219594]

 !"# $%&' ( )*+, -, ./01,+ 234,56, *7,8 9:; <26. 1=>?*0, -, @6>8A)>.-%

)>,5 B6, 1,+ .,<.C+,54*4>25+ 234,56,+ +2>,54 *++,D +>?<1,+E >1 526+ * C4C ->F8>1, -, <.C+,54,. 65 *.3.,G 'H 5I6-+ >8>% J26+ *725+ +C1,84>255CE -*5+ 1,+ K06.,+ +6>7*54,+E B6,1B6,+ ,L4.*>4+ <26. 1,+ *102.>4M?,+
:NOP QK06., $%&&RE 9:; QK06., $%&'R ,4 S:TP QK06., $%&UR% V*5+ 1,+ *.3.,+E 1* 3.*58M, -, 0*68M, W*>4
.CWC.,58, *6 1*3,1 X YZ[ \E 4*5->+ B6, 8,11, -, -.2>4, W*>4 .CWC.,58, *6 1*3,1 X ]Y] \%^ 4>4., -, 82?<*.*>+25E ,L*?>525+ <*. ,L,?<1, 1,+ 81*++,+ X _Z] \ Q`Z]aZb cde[f[gZbR ,4 X bhd \Qihdef[]d cde[f[gdR% j26. S:TPE 1=*.3., -, 1* K06., $%&U 526+ <.C+,54, -,6L ./01,+ <,.?,44*54 -,
81*++>K,. -,+ ,L,?<1,+ -, 8,+ 81*++,+E +,125 -,+ <.Ck825->4>25+ +>46C,+ <16+ M*64 B6> 5, +254 <*+ ?254.C,+-*5+ 1=,L4.*>4% l1 +=*0>4 -,+ ./01,+ 56?C.2 U& ,4 $mE -C4*>11C,+ -*5+ 1, 4*31,*6 -, 1* K06., $%&U% n6. 1*K06., $%&&E :NOP ->+8.>?>5, 1,+ -,6L 81*++,+ ,5 64>1>+*54 1* 3*5-, 56?C.2 & Q<*.4>, >5WC.>,6., 0*68M, -,
1=*.3.,R% @6*54 G 9:;E >1 ->+8.>?>5, 1,+ -,6L 81*++,+ ,5 64>1>+*54 ,++,54>,11,?,54 1,+ 3*5-,+ oE ' ,4 U Q72>.
1* K06., $%&'R%

p*4MC?*4>B6,?,54E <26. 1* 81*++, X _Z] \E 65, <*.4>, -,+ 825->4>25+ -=*84>7*4>25 -,+ ./01,+ +254 1,++6>7*54,+E +,125 1,+ ,L4.*>4+ -,+ ->qC.,54,+ ./01,+ r

fstuv := wx ((b4 ∈ ]1107304644; 1108508410])
∧(b2 ≤ 1110584362))

∨ ((b4 > 1108508410)
∧(b3 > 1107450747))yz{|w X _Z] \

Q$%$R
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����� ����	
	�� � ����	
	�� � ����	
	��  ����	
	�� �
���� [1111474566; 1112976266] [1109878107; 1111125153] [1106714425; 1107233966] [1106443267; 1107968839]���� [1112282247; 1113473514] [1110481959; 1112065376] [1106895645; 1109565375] [1107556909; 1108920696]���� [1111628106; 1113521542] [1109963290; 1111335420] [1106428437; 1107909976] [1107821093; 1109097650]���� [1110643798; 1114002012] [1108118897; 1111982040] [1102530129; 1109565375] [1108803992; 1111062741]������ [1112589385; 1113670011] [1110625446; 1112526849] [1108626370; 1109026719] [1106776090; 1111062741]������ [1111499901; 1113670011] [1109669653; 1110073050] [1106719643; 1108320872] [1106982143; 1108222551]

 !"# $%&U ( �>06., -6 M*64 r ,L4.*>4 -, 1=*.3., -, -C8>+>25 234,56 *7,8 S:TP <26. 1=>?*0, -, @6>8A)>.-%
�*31,*6 -6 3*+ r ,L4.*>4 -, 1* 3*+, -, ./01,+ -, S:T�� 82..,+<25-*54 G 1=*.3., -, -C8>+>25%

f�s� := wx b1 ∈ [1111831774; 1113828805]
∧ b3 ∈ [1105993125; 1110841190]
∧ ((b4 ∈ [1553060173; 4126604578])

∨(b4 ∈ [1107331890; 1109909944]))yz{|w X _Z] \
Q$%�R

f s!v := wx b1 ∈ [1111628106; 1113521542]
∧ b2 ∈ [1109963290; 1111335420]
∧ b3 ∈ [1106428437; 1107909976]
∧ b4 ∈ [1107821093; 1109097650]yz{|w X _Z] \

Q$%"R

2#
bi
.,<.C+,54, 1* 7*1,6. -, .*->*58, 8254,56, -*5+ 1=C8M*54>1125 <26. 1* 3*5-, +<,84.*1, i%p$?, +=>1 ,+4 7.*> B6, 8,+ CB6*4>25+ 5, -255,54 B6=65, 76, <*.4>,11, -,+ ./01,+ .C,11,?,54 4.267C,+<*. 1,+ *102.>4M?,+E >1 % * 65 8,.4*>5 52?3., -, 8*.*84C.>+4>B6,+ 82??65,+ 8258,.5*54 1* 8255*>++*58,*<<.>+,E B6> 254 C4C -C0*0C,+ <*. 8,+ ,L4.*>4+ r( 1* 7*1,6. b2 ,+4 C8*.4C, ,5 4*54 B6=*44.>364 >564>1, 26 -6 ?2>5+ 525 ->+8.>?>5*54 <*. 1,+ 4.2>+CB6*4>25+ Q1=*44.>364 5=*<<*.*&4 <*+ <26. 9:;E ,4 65, <1*0, 4./+ 1*.0, 16> ,+4 .C+,.7C, -*5+ 1,+*64.,+ CB6*4>25+RE( 1* 7*1,6. b3 ,+4 8>31C, 4./+ <.C8>+C?,54 <*. 1,+ 4.2>+ CB6*4>25+ ,4 -2>4 +, 4.267,. -*5+ 1* <1*0,

[1107450747; 1107909976]
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� �� ������ b4 ���� ���� ������ ��������  � !�"#$ ���#��� ��� ��� ��#�� �%����#$� %�� �� �����$� ��& �$���#$� � �� ���'� [1107821093; 1109097650]()#��%�� �*#$ ��'�� � ���  �+���$��� %������� #,��$��� ��� ��� -��&  � ���� �#�� ���  �+���$��� ��������
 ���������  �$� �� ��,���� .(.� #$ #,����� %�*����$  �� ��'#���/0�� $*��� ���!#�0�$� �#�� �#���� ��� �������1 �� !#��( 2$ !���� �/���$  �� %����� ��'#���/0�� ��� 3456789735 �#�� �$� #�  ��& �������  �+���$���( )*��'#:���/0� ;<=> ������ �� 0���& ���  ��& ������� ? -�$ @ �� ? ��� @� ��$ �� %�� A;B> ������C� �#������0�$��#�� ��� �&�0����  � ? ��0 @ DV7EFG7HE I8JKFGLG3LM �� ? ��� @ DN8HM( )�� ���������#$� ��������%���  ���������  �� �&�0���� �����,��� 1 �/�%�� ������ �#$� ��O�  �+���$����  #$� �/�%�� ������ ���� ��#C�  *�$�
�������$����#$ ���������O��(P��$ �$��$ �� ����� ��� � $� ���$� ��� �#0���  � �����  � �*��,��� ���� 0#$��� ��0���0�$� %�*��
��� �#���,��  *���,��� �$� �$����������#$ �#�� �$� ������  �� �O'��� ��� ����#�� ��& �������� �����  ��
��/�$����#$�( Q#�� ��#$� ��� %�*�� 0#�$� �#�� ��� �&�0���� ��� �$����������#$� �#$� �#/���$��� �$���
������ �� %�� ����R� �#'�%�� �$ ��'��  �� %������� ������� �����$���� ��� ���  �+���$��� 0��/# ��( S$$#���� ����$ �$�  ��  ����'�$��� �#�� �/���$�� ��� �&�0��� �#�� A;BTU %�� � ��$ �$�� 1 �����$���
 �� �#$����$��� ��������� ��#�� %�*����� �#$� ���� ���V�/��� �#�� W;X D�� �#$ ���#$ Y FZLJ �*��� �&���0����������� !#�� ����%��  �� ��$��& #$� ��� �$$���� �� ��� �$��������� �#$� ���� ���'�� �$ '�$����M� ��$�  #�������� %�� �� $#0,��  � �O'��� ��  #$�  � �#$-#$���#$� ���� ���%������ W;X ���� �&���0�� �� �#$$�����$��
 ��#������ ��� ���� ��0���(
�[\[] ^_`�abacd_e fe �gaddc��ahc_e �_�f

i�$� ����� ���#$ � ������� $#�� $#�� ��#�#�#$�  � �#0����� �*����#�/� j#��  � W;XA ��� ����#��1  �� 0# O��� �#$$�� �#��  #$$��  � ��O� ,#$� ���������  �$� ��  #0��$�  � �� ���� ������#$( i�$��� ������������ ��  ��#������  � �� �#0�#����#$ ���������  �� E7kL93 ��� '�$�����0�$� ������� ���  ��&0��/# �� l �*�$��m�� nop D�$'(� q4L6rJ89 s7krHJL tG89u373M �� �� ������C����#$ j#�� v)������ �� w���x�yzz{| w���,�� �� w#��x�� �}~.�()*�$��m�� nop �#$����� 1 �&���0�� �� !#$���#$  �  �����,���#$  � ��j����$�� ,� ������#$$�����  *�$�
���!��� $#$ /#0#'O$� �#00� �� �#00� �#$ ����  �� !#$���#$�  �  �����,���#$  �� �#$������$�� /#0#'O$��
 � ����� ���!��� vw���,�� �� w#��x�� �}~.| o���x#������ �}}z| ��$ �� ��(� �}}��( o��'�� �� ��0��������  �$#0,���& ��#,�O0�� #$� ��� ��$�#$���� ���� ����� ����#�/�� $#��00�$� �� !��� %�� ��� 0# O��� $� �#$���� �����00�$� �#,����� �#�� ������� ��� !#$���#$�  �  �����,���#$ ���� �$� �������#$ �������,��( i������ ���� $�������� �$� �$�����$��#$ /�0��$� �#�� �� �/#�&  �� ��&��� ����� �� %�� $� �� ����� ���  � �#���
������ vP��$���m �� ��(� �}}~�()� ���#$ � 0��/# � ��� ����#��  #0�$�� ��� ��� 0# O��� ��#,�,������� �#00� s8k7EHE �7ZL97�FF�
v������ �� n�#�x��� �}}~� #� ��� ������&  � $���#$��� �� ��� 0# O��� '�#0����%���� ��$�$� �#0���  � ��
!#�0�  �� ��,����  � ��  ������#$ ��  � ��  �����,���#$  � �*����0�$���#$  � �#���� v��/x� �� w��$����� �}}��(���  ��$�O��� �#$� ,����#�� ���� �#0���&�� �� ��O� ����$��� v)������ �� w���x� yzz{| ��/x� �� w��$������}}��( )� 0��/# � s8k7EHE �7ZL97�FF� $�  #$$�$� ���  � ,#$� ��������� ���� $#�  #$$���� $#�� ��#$�
�/#���  � �#0����� $#��� ����#�/� 1  �� ������&  � $���#$��( Q#�� ��#$� ����� �#0����� ����� ��� � ���
�$� �#0������#$ ���� n�o:�� �� �����#$ J5�JL337FG  �� 0��/�$�� 1 ������� ����#�� D�$'(� qH44FJr �L6rFJs86�7GL3 � �L�JL337FGM( ������&  � $���#$�� �� 0��/�$�� 1 �������� ����#��� �#$� �#$$�� �#�� ���� ��O�
�#,�����  �$� ��  #0��$� vP�$� �x���#$ �� ��(� �}}z| ��������� �� ��#0�� �}}~�(�#�� ��#�� �$� � �� ��� ��� ���!#�0�$���  � �*��'#���/0� W;XA� $#�� �*��#$� ����� ��� ��#�� -��&  �
 #$$���( )��  ��& ���0���� -��& �#$�  ��& �0�'��  � n�$ ������ 1  �� ���#����#$�  �+���$��� l �� ��������pn� D�0�'�  � .�{&y}� ��&���� ���#����#$  � �(�m2 �� � �������M �� �� ������� o���n D�0�'�  � �}�&�.z��&���� ���#����#$  � y(� m2 �� . �������M( i�$� ��� -��&� �� �#0�#����#$  � �/�%�� ������ �&����� ���
�������$��� �$ �#����$��'� ���� �$� �������#$  � ��( )� ��#���O0� -�� ��� �$� ,���  � ~{� �&�0����
 � ��/������  ������ ��� �~ �����,��� �������& �#$��$�� D���!���� ����0O���� �#0������� ��#$'���#$� (((M%�� ���  ���#$�,�� ��� �� ����  � �*��� wii vP��x� �� o���� �}}~�( ��  ��$��� -�� � ��� �/#��� �#��
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��� ������������%��� �$�������$���� �*���:1: ��� �� $#0,�� �����  *�&�0���� ��  *�����,���� �� �� �����$��
 *�����,��� �#$��$��(

������	�
 ���
�
������  � -��  � �O'��� �zz �$ ��� ���$����������#$ Pe = 20

������� �'��������O��  *����� yzzz 1 �zzz '�$�����#$�
P6JF33 z(.z
PEHr z(��
PEHr�6FG� z(�z
PEHr�7Gr z(yz
PEHr�rLJE z({z
ε

z(�z
T
H4 z(�z

S��������  � �������#$ ��$x�$'  �����
S��������  � ��0�����0�$� ��$x�$'  �����
Q#0,��  *�$!�$�� ��� '�$�����#$ �� �

2�����0� �� D!#��Mi����  � ������0�$� yz 1 {z 0�$ D���  � y(� ���M

���� .(~ � ����0O���� �������� �#�� W;XA� �#�� �� �����#$ �(�(�(
)� ��,���� .(~ �����$�� ��� ����0O���� �������� �#��  � �*�����$�����'�( ������$� ����0O����� ������:

��0�$� $#�����& ��� ����#�� 1 ���&  �� ��'#���/0�� ��#����#$$����� ������%���� #$� ��� �/#����  �$� ������'��  � ������� %�� #$�  #$$��� ��� 0�������� ��������� ���  ����� -��&  �  #$$���( )�� ��������� ��� ����$��0,���  � ���� D�������$��$� �z�  � �#���� ���  #$$���M �#$� �����$���  �$� ��� ��,����& .(}� .(�z ��.(��� �$ �������$� ��� 0������  � %������  ����#�����  �$� �� �����#$ {(�(�(�(
Q
866HJ Q448 Q34L

Q����� $���#�x z(}}. � z(}~� � z(}��n�o:� z(}.{ z(.�. z({}}���� z(}.y z(}.{ z(}�� �

���� .(} � ��������� #,��$�� ��� �*�0�'�  � �pn�( )�� 0��������� $#��� �#$� �������$���� ��� �� �m0,#�� � (

Q
866HJ Q448 Q34L

Q����� $���#�x z(..� z(�{� z(�}.n�o:� z(}.~ �
z(.~y z(... ����� z(~�� z(~�� � z(.��

���� .(�z � ��������� #,��$�� ��� �*�0�'�  � o���n(
�#�� �*��'#���/0� 1 ,���  � ������  � $���#$��� $#�� ��#$� �/#��� �$ ���&  *�����$�����'�  � z(��

�zzzzz �������#$�� � �#��/� ���/��  � . 1 �� $���#$��� �$� 0��/# �  *�����$�����'� �$���0�$���� �� �$�
!#$���#$  *��������#$ ��'0#� ��� �m0����%��( )� �#��/�  � �#���� �������$�� ��� ������� �#$��$��� ����$ ������ �*�&���� �� �� m � ����$�  � $���#$��  � �#���� %��  � ������� 1 �����$ ��( Q#�� ��#$� ������� �� ��,������'������� �$ � %�� �� $#00� �83r tJr7�6789 ILHJ89 ILr�FJZ �7KJ8Ju v�pQQ� yzz��( )� �#�#�#'�� �/#����
��� ��0��� 0��� ������ D�#�� �� ��,���� .(} %�� �����$��  �� %������� ��O� �������M(�#�� �*��'#���/0� 1 ,���  � 0��/�$�� 1 ������� ����#�� Dq�s��M� $#�� ��#$� ������� �� $#m�� �8�789
�8373 �HG6r7FG  #$� ��� ����0O���� C �� γ #$� ���  ��#������ �#�� �/�%�� -��  �  #$$��� 1 �*�� �  *�$�



�{~ �������	 �
 	������	������ 	� ����������

Q
866HJ Q448 Q34L

Q����� $���#�x z(.yy z(�~y z(.z{n�o:� z(~}~ �
z(~�} �

z(~�} ����� z(��} z(�.z z(�z}
���� .(�� � ��������� #,��$�� ��� �� ,���  �  #$$���  � ��/������(

���� .(y� � S���0�����#$  �� ����0O����  � $#m��  � n�o:� �#�� �� -��  �  #$$���  � �pn�(

��,������ '������� �$ �m�/#$ ��  *�$ ��'#���/0�  *#���0�����#$ ��� 1 ��� �����$�� ��� �� ����  � �� )�Pn�o
v�/�$' �� )�$� yzz��( )� C'��� .(y� �����$�� �� ������'��  *#���0�����#$ �������� ��� �� ������ ��� �� -��
 *�����$�����'� l ��� ����0O���� #���0��& �� ��#���$�  �$� �� �#�m'#$� ��$����()*�0�'�  � ������� o���n ����� �� ����  ������ 1 ������� �#��  �+���$��� ����#$� l %���%��� ,�$ ��
������0�$������� 0#�$�  � ��&���  �$� �*�0�'�  #$� 0#�$�  *�&�0���� 1 ������C�� D1 �/�%�� !#�� �*�$��0,��
 *�����$�����'� ����� �#$������  � 0#�$�  � y�  � �� �#������  � �*�0�'�M �� �$C$ ��� ���0�O��� ,�$ ��  �o���n �#$� ��'O��0�$� ���� ,������� %�� �#�� �pn�( S$ $#�� ����� �$� ���!#�0�$�� ���� !��,�� ��� �� ,���
 �� ��/������ ��� ��� �������  ��  #$$��� �� �����$��$� �#�� �$� !#�0� '�#����� ��$� ������#$ ���������O��
�$��� ��� '�#����  � ������� D���� ��� $#��00�$�  � 1 �*#���$����#$  ��  �+���$�� #,-���  � �� ,���M()*��'#���/0� W;XA � �$� %������ 0#m�$$�  � Qµ = 0.818 ��� ��� ��#�� -��&� �� %�� ��� �#0����,�� 1 �����
 �� ������&  � $���#$��� �'��� 1 0.832 ( �#�� �*�0�'�  � �pn�� �� %������  � �*��'#���/0� ��#����#$$����
��� �#0����,�� 1 �����  � n�o:� �� �*�$ ��#�'$�  *�$ ��� ����  � �z� �#�� �*�0�'�  � o���n( )�����!#�0�$��� �#$�  #$� ��O� ,#$$��� ����#�� %�� ��� ����0O����  � n�o:� #$� ��� #���0���� �#�� �/�%����#,�O0�( )#��%�� ��� ������� �#$� ��'�#������ �$ �m��O0� 1 ,���  �  ��-#$���#$�� �#00� W;XA� �� ���O��
���� �$�������$�( )�� ���������  � W;XA� 0�0� �*��� �#$� ��'O��0�$� 0#�$� ,#$� %�� ���&  �� ������
������C����� D�$ !���� ��� $#��� Q866HJ �#$� �����0�$� �(�� �$!�������� ��& ������ $#��� ��� ��� �0�'��  ����� ������#$M� �����$��$� �*�$�����  *����  ������0�$� �$��������,��� ��  *�&�#��� �� �#$$�����$�� ���#������� ��� �O'��� 1 �$ �&���� /�0��$� �� %�� $� �����$� ��� !���� ��� ������&  � $���#$�� #� �*��'#���/0�
n�o:�( ����� %�*�� �������� ,��$ $#��� ��#�#�� $#�� �����$�#$� �� -��  � �O'���  ��#������� �#�� �� ������
? KH3 @  � �� ,���  � ��/������  �$� �� ��,���� .(�y( )� $#0,��  � �#$ ���#$� ��� �O'�� �������  � � 1 {
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Q#�� �#00�� ������� 1 �$ �#�$� #� $#�� ���#$�  � $#0,������ 0��/# ��� ���#����� 1 �$ $#0,���#�� ����� �0�#���$�  � ����0O���� ��  #$� �$�����,��0�$�  � $#0,���& ���������( Q#�� �/���/�#$� ��#���$ 0#m�$  � l
� �#��#�� #,��$�� �$ �������� �$�%��� !#$ � �� �#���,�� ��� �$� �0�������#$ /#0#'O$�  � �/�%��0��/# �  �$� �� �������� C$���
� ��$� 0��%��� ���  �!�����$��� �$ ��� ������� �*���:1: ���� �� �#���,��� ��#�� �$ ���#�� ��� ��� 0��/# ��
�C$  � ��#�#��� ���$������0�$�  �� �#������#$�(

2+������ �$� ��0��� 0#m�$$�  �� ��������� ���  #$� ��#������( i� �����  �� ����#�/�� /m,�� ��
�&����$� v��$"���x� ����00���� yzz��� 0��� $#�� �#�/����#$� �#��#�� �����%��� ��� 0��/# �� �&����$����
�� 0�0� ���$������0�$�  �� ������C����#$�  �-1 �������  ����/���  �� 0��/# ��� ����������� #� $#$� ��$�
��#�� 1 ���#��/�� ��� ��'#���/0�� �#�� ��� �0,#R��� �$��� ��& D�uKJ7�8r7FGM( �#�� ���#� �� �� ��#,�O0�
 �� ��&��� %�� �#$� ������C��  �+���00�$� ��� ��� 0�������� 0��/# ��  � ������C����#$ �&����$���� $#��
��#$�  ����#��� �$� �#����#$ 1 ,���  *������#$ �#$��$������(  �����  � �m$�/O�� �#�� �� �/������� $#��
�� �����$�#$� ��� ���� %���%��� ��������� %�� $#�� ��0,��$� �$�������$��( i�$� �� ������ �����$��� $#��
�#00�$"#$� ���  ������  � 0�$�O�� �,������� �� $#��#$  � EL3HJL 6FG3LG3HL99L(
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�$�  �����#$  � ������C����#$ d �#�� �$ ��/�$����#$ P ��� ��  �$#0�$���#$  � �� ������  � ��� ��/�$:����#$ ��� �$� 0��/# �  #$$��( i*�$ �#�$�  � ��� ��������%��� d ���� ���� 0# ������ �#00� �� ��#,�,�����
pc

%�*� �$� ������  #$$�� c  *���� �+����� 1 P (���$ �*��� � �#$���$� n �������� d ��� ��#�� 0# ������ �#00� ��  �����,���#$  � ��#,�,����� �#0:���$�$� �*�$��0,��  �� ��#,�,������ (p0, . . . , pi, . . . , pn)
�#�� �#���� ��� n �������( �#�� ��� 0��/# �� �#�:

����#$ �$� ��& ��#,�O0��  � �m�� �8J�� #� �/�%�� ��/�$����#$ ��� ������ �$�%��0�$�  �$� �$� ������� ��
������  *�$ ���0�$� pi

��� � �� �*��/�$����#$ ��� �+���� 1 �� ������ i �� z ��$#$( �#�� ��� 0��/# �� �#����:�#$ �$� ��& ��#,�O0��  � �m�� 3F' r #� j#��� �� ��#,�,����� pi
 ���$  � �*����0���#$  � �� ��#�#���#$

 � �� ������ i �#�� ��� ��/�$����#$()#��%��  �+���$��� 0��/# �� (M1, . . . ,Mn) �*�+�#$��$� ��� �� 0�0� ��/�$����#$� ��  �����,���#$  ���#,�,����� ���� ���� ��� �#00� �$ 0# O�� ��#,�,������ �$ �%��$� �� ��#,�,����� %�*� �$� ������  #$$��
 *���� �������#$$�� �#�� �$ ��/�$����#$  #$$�( i�$� �� ���� �/�%�� ���0�$� pi

��� �$� 0#m�$$�  ����#,�,������ pM
i

����'$��� ��� �/�%�� 0��/# �  �$� �����  �����,���#$� �����������(�$ ��/�$����#$ ���  �� ��#�� �$� ,#$$� %������  � ������C����#$ %��$ ���  �����#$� �#$���$�$� ��
������ �#$� �#$��$�������� �*���:1: ��� %�*�$� !#��� /#0#'�$���� ��� #,������  �$� ���  �����,���#$�  ���#,�,�����(
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Q#�� ���#$� 0��$��$�$� �$��# ���� ��� �#$����� �/�#��%��� $���������� �#�� 0������ �*/#0#'�$����
 *�$� �����  �����,���#$( ����� /#0#'�$���� ���#�� ��� �� �#$����  *�$��#���(n� P = (p1, p2, . . . , pn) ��� �$�  �����,���#$  � ��#,�,������ ��#�� �*�$!#�0���#$ �&���0�� ��� �����
 �����,���#$� ������� �*LGrJF47L  � P � ���  �C$�� ��� �*�%����#$ l

I(P ) = −
n

∑

i=0

pi log(pi)
D.(�zM

o#�$� ��  �����,���#$ ��� �$�!#�0�� 0#�$� ����  ������  *�$!#�0���#$( n� $#�� �#$�� ��#$� %�� P =
(p1, p2, . . . , pn) ��� �� ��#,�,�����  �  �����,���#$  � �� ������C����#$  *�$ ��/�$����#$  �$� n ������� ����#�� ��� ������C����� ��#�� �� 0�����  � �*�$��#��� ���� ���� �������� �#00� �$� 0�����  � �*/#0#'�$����
 � ��  �����#$( ��������0�$��  *���O� �*�%����#$ l

lim
p→0

p log(p) = 0 D.(��M

I(1, 0, . . . , 0) = 0 �� �*�$��#��� ��� �#0����� �$��� z �� log(n)
� #� n ��� �� $#0,��  � �������( Q#�� �C$����#$� �*�$��#��� $#�0������  *�$�  �����,���#$� ����� ������� �#$ /#0#'�$����� ��� �*�%����#$ l

H(P ) =
I(P )

log(n)
D.(�yM

i�$� �� ���� �� �#$��$������� ���� ����  �C$�� ��� �*�%����#$ l

C(P ) = 1 −H(P ) D.(��M
)� �#$��$������� ��� 0�&�0��� %��$ �#�� ��� ������C���� ������C�$� �$ ��/�$����#$  #$$�  �$� ��0�0� ������� �� 0�$�0��� %��$ �#�� ��� ������C���� �� ������C�  �$�  �� �������  �+���$���( ����� 0�����

��� ��������� ��� �� C'��� .(y�(
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�

�������� 1 ������  ��  �����#$�  � ������C����#$  � �/�%�� ������C���( )�� ������� �#$� ���/��� �$$�����&  � '���( ��� �&�0���� �� �#�� ��� ������C���� �#$�  *���#� �#�� ������C�� �$ ��/�$����#$
 �$� �� 0�0� ������� �� ��&�� �#�����#$ �$�  � �� ����� ���� ���/� �$ ,��$� DC(P ) = 1M( n� ��������C����#$  � ��� ��/�$����#$ ��� /#0#'O$� D��� �&�0����  ��& ������C���� �$ �%��$� �� ������
*p*�  ��& ������ �� ������ *P* �� ���  ��&  ��$���� �� ������ *�*M� �� ��&�� �#�����#$ �$� ���� �$�
�#$��$������� !��,�� �� ���� �0���0� �$ $#�� DC(P ) = 0M(
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 ��� �$� ������C����#$  �$� ��%����� �/�%�� ��&�� ��� �+���� 1 �� ������  #0�$�$���
 *���O� �#�� ��� ������C����( �/�%�� ��&�� ��� �0���0�  �$� �� �#����� �#�����#$ �$� 1 �� ������ �$
!#$���#$  *�$� ��'�$ � ��#�#��� ��� �*�����������( n� �� �#$��$�������  *�$ ��/�$����#$ ��� �$!�������1 �$ ������$ ����� CE7G � ��#�� �� ��&�� ��� �0���0� �$ $#��� ��'$�C�$� ? $#$ ������C� @( �$ �����  �
0.5 � ��� �/#��� ��,�������0�$� �#�� ��� C'���� %�� �#$� ������(
�$� ����� ��������%�� � ��� ��#�#��� 1 ������  � �� �����  � �#$��$�������( �� �*�'��  *�$ /���#'��00�

%�� �$ �%�� �#�� �/�%�� ����'#���  � �������  �$� �� ������ �� �#����$��'� �#�����#$ �$�  � ��&���()�� ������� �$ �,������  � ��� /���#'��00� �#$� '�$�����0�$� ������ ��� ���  � z(� �#�$��� �*���:1: ���
[0; 0.1[; [0.1; 0.2[; . . . ; [0.9; 1.0]

� 0���  *������ ��/�$����#$$�'�� �����$� ���� �0��#m��( ��� /���#'��00����� ���� ������� �#00� �#��:���� ���#$  � �� �����  � �#$��$������� �� �#$������ �$� ������ �0�#���$��
 � �� %������( )� $#0,��  � ��&��� �� ���� �����  #�� �� ������  �$� ��  ��$��� �$��������( )*�$��m��  � ���/���#'��00� ���� ���0�����  � !����  �� �#$�����#$� �$�������$���( ��� �&�0���� �� �*�$�������� [0.9; 1.0]��� 0�&�0�� �� %�*�$ 0�&�0�� �#��� ��� #,�����  �$� �*�$�������� [0.5; 0.6[
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m � ���$������0�$�  ��& �m���  *��/�$����#$� l ���& %�� �#$� �#$��$������ �� ���& %�� $� �� �#$� �m���:0���%��0�$� ��� 1 ����#$  *�$ �/#�& �0,�'� �$���  ��& �������( )*� �$��C����#$  � ��� ������� �����$�
�#$ ���� 1 �*�&�����#$  � ������$� ������C���� #� �� ��-#��  � �����00�$�  *�$!#�0���#$� �&������ �#��
�0���#��� �� %������  � �*/���#'��00�( )*�$��m��  �� ��������� 1 �� ��0�O��  *�$ ���� ������C����  �$� �$�
 �0���/� $#$ �#���,#������� $� ���0������� ���  � ������ � �$��C����#$�(
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��#$� �� #,��$��� �����  *�$ ������� �#���,#����! �$ ��� ��� �� ��#-�� ��i2( )� ��,���� .(�� �$ �%�� �� ����� �� ������C���� �������#$$�� �#�� ����� ��� �()�� ���������  �� ������C���� �#$� �����$���  � 0�$�O�� �$ ���$ �$�� ��� �� C'��� .(y.( Q#�� �#��#$�m �#�� %��  � $#0,������ �#$�� $� �#$� ��� �#���� ������C��� 1 �*� �$��%��� $#��00�$� �#�� ��� �#$��  �
��'�����#$ ������� �� $#� :���( )� C'��� �����$�� DC'��� .(y~M 0#$��� �� �����  � �#�� l  � $#0,���&��&��� #$� �� ���� �#���� �� $#0,��  � ��&��� $#��� ���$� ��O� !��,��( ��� ��&��� $#$ �#$��$����� �� �����$�
����#�� �$ ,#�  � 0��� �$ �+��� �� ��'�����#$ m ��� �&���0�0�$� 0���$'��( )� C'��� .(y} 0#$��� ��
�����  � �#$��$�������( )�� ��&��� '����� �#$� ��� ����  ������� 1 ������C��( S$ ��0��%�� %�� �� ��'�#$
 � $#� :���� ����#�� �#$�������  � ���$��� C$��� �#����$� �$ �#� ��O� /�0� � �#��� �$#$ �� ��� �� 0#�$�



��y �������	 �
 	������	������ 	� ����������
��� ������	
��� ����� ���������
 ������
��
�����
 ����������������� !"# $%& �%&'(&)*+,�- ./0*"#11*2 +3. 4565*7*78)#2#%& �%"59*+ :#&.;�< !"# $%& =%>"1(9#%&+ ,?-,,./@8&85(9#%&2 +A,,? ,,. BC@1*27*)1(22#

')(9#%& D%E*&&*+3,:#&.
;�<F !"# !"# =%>"1(9#%&+A,,?3,,./@8&85(9#%&2+-,,?A,,,. BC@1*27*)1(22#

')(9#%& G%&@"*+AH.
F�IJB !"# $%& =%>"1(9#%& +-,,, ? 3,,,./ @8&85(9#%&2+-,,,,,. BC@1*27*)1(22#

')(9#%& G%&@"*+AH.
DG=K !"# !"# L%>%1%@#* + ?A &*"5%&*2)()H82./ #985(J9#%&2 B82*("7*&*"5%&*2 D%E*&&*+3,:#&.
I4DM !"# $%& I*"#1 +,�Arad. 4&@1*2 �%"59*+-:#&.
NJD*(&2 $%& $%E("O+A ?-,. �1(22#0�58(P*)98* �%"59*+A,:#&.I!DQ $%& L(#11*7*1(0*&R95*+3O3? O . �1(22#0�58(P*)98* �%"59*+A,:#&.
STUVWXYZ[\]^ _]^`]aW^bcdea]`W^[V fcgV] T[aa]^ hijklm no lpqr stt�uve]VwYx^g[cXyXcg T[a hz{k{|n|r st}�u

���� .(�� � ������C���� �������� �#�� �*������#$  *�$ �������� �#$��$����(
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Légende (consensualité) :

0 10.5

���� .(y} � �����  � �#$��$������� �#�� �pn�(

 � �*�0�'� DC(P ) > 0.5M( �� !��� ����$ �$� $#��� %�� �� 0�-#����  �� ��&��� �m�$� �$� �#$��$�������0�&�0��� �#�����#$ �$� 1 �*���� ���� !����� 1  �����0�$�� %�� �� ��'�����#$(��� ��������� �#$� ��O� �$�#���'��$�� �� ����#�� ������$�$�� ��� ��� #$� ��� '�$���� ���  �� 0��/# ����O�  �������� ����  �� ����0O���� ��  �� -��&  *�����$�����'��  �+���$�� D��� �&�0���� ������$�� 0�:�/# �� $����������$� �����0�$� %����� ��&��� �#�� �*�����$�����'�� ��#�� %�� �#��  *������� �� �$ !������
%���%��� ��$���$��M( )� ���/$�%�� %�� $#�� ��#$�  ����#����� ,���� ��� �*�$��#���� ���0��  #$�  *�$�C��
������0�$� �$�  ����$�  � ������C����  �+���$��� �$ �����$��$� �$ �������� C$�� ������ /#0#'O$�(
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Q#�� ��#$� 0�$� 1 ,��$ �$� ��� � ��� ��  ��#������  � �O'���  � ������C����#$  �� �#$����� �/�0�:��%��� �#$��$��  �$� �$� �0�'�  � ���� ������#$( ����� ��� � � �#$������  *�$� ���� �$ ��  �C$���#$  �

�������$����#$� � ������ 1 �� ��#������  �  ��#������ ��  *����� ����� �$ �*�$��'����#$  � ��� �������$:����#$� �� ���$  � ��������� �m��O0��  *�����$�����'�� �#�+�� ��� �$� ���/�������� ��#������ '�$���%��()�� �#$$�����$���  ��#������� �#$� ��#�x���  �$�  �� ,����  � �O'��� �$ ���$ �$��� �� ���������,���( )��#,-����!� %�� #$� ���  �C$��  �$� �� ��#,��0���%�� #$� ��� �����$��( )�� ��'#���/0�� 0�� �� �#�$� �#$� �#:,����� �� �������� �#00� $#�� �*��#$� 0#$���  �$� ���  �+���$��� ��� ��  � ���( Q#�� ��#$� 0#$��� %��
��� �������$����#$� �/#������ ������ #� ��,#�����$���� �#$� 1 �� !#�� �����%��� �� ��0���� �#�� �*������������
�� �����00�$� �&��������� �#�� ������� �$� %������  � '�$���������#$ ����� ������(  ����� �$��$��#$�$#�� ��#$� ���� � ������$�� ������ ����()� ���0�O�� ����� �#$������� �$ �*��� � �/�#��%��  � �������$����#$�  � ������C���� �����������  �$�
�� ������0�$�  *�0�'�� 0�������������� #� /m�������������� ���0����$�  *�$��'��� �#���� ��� �$!#�0���#$�$���������� �� ������0�$�  �  #$$���  *�$� �#0���&��� ����� �0�#���$��( �#�� #,��$��  �� ������C����
� ����� 1 ��  #0��$�  *���������#$� �� � !���� �0�'�$��  �� ���������� ����,���  *���#���� �$� �#����#$
������ �� ��#,�O0� �#��� �#�� �$ '�� �$� �$� ������$� ��0������� D��'#$#0��� ����,������ �����$����#$  �
��������� ���(M ���:1:���  � �*�����������( p��O� �$� ��� �  � �*�&����$� %�� � #���$�� �� �#0�#����#$  *�$�
�����  � ����O��� �$�������$�� �#�� �*�&����� $#�� ��#$� �#$�� ���  �+���$��� �������$����#$�� �������$�  ��#��������� ,##���$� #�  �� #��������� 0��/�0���%��� %�� #$� ����������0�$�  #$$� ���O� 1 �� ���#����#$
 � ��#,�O0��  � ������C����#$  � �m�� 3F' r #� j#��( Q#�� ��#$�  #$� ����  �� �O'��� �m0,#��%��� 1 ,��� � �#$-#$���#$�  �  ��-#$���#$�  *�$����������  *��,���  �  �����#$ #�  *��,���  � ������� '���$�����$�  �0�0� �#�� ���� �������,����� 1  �� ��#,�O0��  � ������C����#$ ������ l �8J�� 3F' r� j#�� #� 0�0� ����$��������� j#��( ���� $#�� ��#$� 0#$��� %�� �� �#0�#���0�$�  � ,���  � ��� �O'��� ����� 1 0�0�  �
������ ��� ��������������  � �*�$���#$$�0�$� ��� ��� ��� �&�0��� �� ���  �� 7GrLJ3r76L3 34L6rJ8Hk #,������ 1
 ��  �'���  */�0� �C����#$  �����  � �� ��'�����#$ D�����#$ �(�(�(�M(��� ������C����� $#�����&  �$� ���� '�$��� $��������$� �*�0��#�  *�$ �m��O0� ���0����$�  � ��� 0�:$������  � 0�$�O�� � �%����( )�  ��&�O0� ����� $#�� �0�$�  #$� 1 ���$ �� �� ������'�� ��#�#��� ��� ���
�m��O0��  � ������C����#$ /�,������ �#�� ��������  ��& #,-����!�( i*�$� ����� �� !������ �$��'����  �$� $#������/���������  � $#�����& #��������� '�$���%��� ����������� �#�� �/���$�  �� �������$����#$�( i*���������� �� !������ ������� ��� ��/�$����#$�  *�����$�����'� ���� �$� !#$���#$  *��������#$ #+��$� �$� ������#$
 � �������#$ ������� �#0,�$�$� �� %������  �  �����#$  �� �O'���� �� ,��O���� �� �� '�$�������  � ���� �����:
��$����#$ ���� ��� �#$����$���  � �*�����������( �*��� ��$�� %�� $#�� ��#$� ��� �� ���� �������  �� #���������� ����� 1 �*�$����������#$  � ������C���� ��#����!� D��#�� ���� ��$o�$o�& �� ��$n�����#  � W;X� 1 ,���
 � E7kL93 �#�� W;XA� 1 ,���  � '��00����� �#�� �����

� ���(M� 1 ���� ��#���0�$� �� ���� 0�����#$�1 ��  ������#$  � �#$���'�$�� D��� �&�0���� ��� ���,�������#$  � �� !#$���#$ � rGL33M #� 1 ���� �������#$(
2$ �#$��%��$��� $#� ������& #$� ���0�� �*���,#����#$  *�$ 0# O�� �#��� �$� �$� '��$ � � ����,����� ��
�� 1 ��������� $�����&( �#��  *�,#� �� ���0��  *�,#� ��  �� �0�'�� �#��� �$� �$ $#0,�� %����#$%��  �
 �0�$��#$� ���������� ���������� �� �� �#0����%���� ��  � %������ �$�'��� D,����� �&������� �����$���� ���(M(
2$������ �� ���#���� �*�$��'����#$ !�����  � �O'��� ���� ������$���  � !�"#$ �#/���$�� ���� �� �����  � �m�:�O0�( 2$C$� �*���������#$  �$�  *������  #0��$��� �#�� ����� /#������ ��& ������C����#$� ��� ���#$$������
��� �$����'��,�� 0��'�� �� �����$��  *#��������� �����������(
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)� ��#���O0� ��  ��$�O�� ����� �����  � ��#�#��� �$ ��#������  � ���� ���#$  � �#$C�$��� ���0����$�

����� ,��$  � �������#$$�� ��� �O'��� �#��  � �*�����$�����'�� %��  � ��� ������� 1 �� �#����  �� ��'#���/0��(�� ��#������ ��� �#$������� ���  �+���$��� 0������  � %������ D4J56737FG� 3LG37K797r5� 34567�67r5� ���(M�����C%��� ��&  #$$��� #� 1 �� �������$����#$ D0������  � ������ #�  �  ��������  *�$� �#������#$  *��,���M�
��$�� %�� ���  �� ��#�#�#���  � ���� ���#$ D�F9�7G��FHr� 6JF33��897�8r7FG� KFFr3rJ8447G� �� Y 86ZZG7�G�M(
Q#�� ��� ��#$� �#0������ ���  �� 0������  � ���� ���#$ '���/�%�� D�����  � ���#����0�$�� ������#'��00��0��/# � �H9L�7L�� 6F�LJ��J84� �� �#��,�� �S�M( ����� ���� ���#$ �  #$� �� �� �#�������� ����� ,��$�#�� �� �#$'  � �*�����$�����'� D��#����#$  � �� 34567�67r5� rHG7G�M %�*�$ �#��:���� ���#$� ���0����$�
 *��������� �� �����$�$�� �� �� !�������  *�$����������#$  �� �O'��� ��#����� v�����$ �� ��(� yzz{�(�����	� ���	��
� 
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)�� ��������� �����$���  �$� ��  ��$��� �/������  � �� 0�0#��� �#$� ��O� �$�#���'��$��� ��� ����#��
��&  �������� �#���� ��� �� �#$��$� ��O� ���/�  � ��� �0�'�� �� ��� �� %������ �����,��  � �*�&�������(�����  ��$�O�� ���� �$ �+�� �#�+���� ��� �#$ ������O�� /�0��$ #� �m���0���%���  � ��#,�O0��  � ,�����
 � ��&��� 0�&��� #�  � ,#� ���� 0���$'��$� �#���� ��� �#0,�$���#$�  � ������� �#���,���( ����$ �$� $#����#$� ��#���� ��� ��� �&����0�$����#$�� %�� $#��� �m��O0� �� �������� ���� ��O� �#,����� ��� �&�0���� �$
����#���$� �� �#$�#��  �� ��'�#$�  *�$����� C&� ��� �*�&���� D�����#$ .(�(�M �� 0�0� �$  ��#����$�  ���$ ���� '�$���%���� �#00� I��� #� ILim

� �� %�� ���#��� �$� ������ �-#���� 1 �� ������C����#$()*��� �  � ��� � ���0��  �  �'�'�� ��������� �#�$�� �$�������$��( )�� ���������� ��#�#���� ��� W;X�� A;BTU� 0��'�� ���� ��0�������� ����# ����$� C O��0�$� �� ������� v�����$ �� ��(� yzz��( Q#�� ��#$� ��%�*�$ �##� ������ �$ �������#$  � ������C����#$ 3F' r ���� ���� �#$����� �� ������� �$ �������#$  � ������C:
����#$ �8J� ��� �*�  ���#$� 1 �� ,���  � �O'���  *�$� ������'��  � �������#$  �� �O'��� �$ ���  *��������#$0������� D���#����0�$��M #�  � ������� $#$ ��������� ���0����$� ��$�� �*�����,���#$ ��$� �%���#%��  �
�/�%�� ���0�$�  � �*�0�'� 1 �� ������ %�� ��� ��� �� ���� ��#�/�( p�$��� ��� ������'��� 1 ,���  � ������
 � ���#����0�$� D�#�� W;XM �� ��� 0��/# �� s8k	FG��LGr �� q6FJL	FG��LGr D�#�� A;BTUM #$� ���
������ �� �������  �$� �� ,�� v�����$ �� w#����x� yzz���( Q#�� ��#$� ����� �� �#00�$� $#�� �#���#$�
���#$ �� ��& ���� �'0�� �0��'�$��� �#00� �����  � �*HGE7k7G� D������C����#$ j#��M� �$ ��#�#��$� �$�
!#$���#$  � �#�����#$ �$�� D�$'(� E8r6�7G�M �O'��:��/�$����#$ ���������O�� DW;XA� v�����$ �� w#����x�yzz�,�M #�  ��& �m��O0�� 1 ,���  � ��#'��00���#$ '�$���%�� D�����

 �� �����

M� �#$����$�� �����#,�,������ #� '��00����� �#�� $� ��� !���� �&��#��� �*������  � ���/���/�( 2$C$� $#�� ��#$� ��#�#����������� 0��/# ��  � ���$�0�$�  � �� ,���  � �O'���� ��� �#��:������0�$� '�$���%�� D�� ����#$� ���$�:
!#�0���#$ #� ���#0,�$���#$  � �� ,���M� �&������#$  � !#$���#$�  *�������$�$�� ���0����$�  � �������� ��
!#�0���#$  � G76�L3  �$� A;BTU �� �&������#$  *�$ ��,��  �  �����#$ DA;B>M( Q#�� ��#$� $#��00�$�#,������ �#��  *�$� ��� � �#0�������� �$��� A;B> �� W;X� %�� ��� ��'#���/0��  �������$� ��� ��$��&�$�&��#���,��� #� �$������ �#�� �$ �����$��$�  �� ��������� �#/���$��(��$���0�$�� ��� ������& #$�  #$$� ���� 1 �$ ��#�#�m��� $#00� ����	 D�#�� �*�$$�&� �M� �&��#���$��#�� ��� ��'#���/0�� ��� ����  �$� �� ,��  � ������ ���� ���� ��� ���  �� �&�0���� �#$������ 0��� �����  ���#�#��� �$ #���� �#$�������  �+���$� �� �#$$�����$�� ��%���� 1  �� �%����� $#$ ������������  �$� �*�$!#�:0���%��� %�� ������$� �$��������� ��� $#� ���������( ��� #���� ���#0���� �� �/�R$� �#0��O��  � ������0�$�
 ��  #$$����  ����� �� �����������#$  �� �0�'�� /m������������� -��%�*1 �� ��# ����#$  �  ��������#$�  �
������� �#0���/�$��,��� �$ �����$� ��� �*#,��$��#$  *�0�'�� ������C���( )*���/�������� 0# ������ ,���� ���
�� 48J8�7�EL FKY Lr ���0�� �*�$��'����#$ ���� �  � $#������� 0��/# ��� ��������� #� 1 ��$��� ��0���0�$�
�$ �-#���$� �$� ������  � !#$���#$� �����C%��� �� $#���� #,-��( 2��� !������� ����� �� �#0���/�$��#$  �
�m��O0�� �*����������� m '�'$�  #$� �#��  � �#$ ����0����'�( �� ��#�#�m�� � ��� �����$�� ���� �$����� 1
�*�%���� ���� ������#$� �� �#0����� �� �0�'���� S���%��  � )n��� �� �� ��,#���#��� �0�'� �� �����  �
n����,#��' D �$� �� �� ��  � �*p�� s833L �L �FGG5L3M� ���� ���%���� $#�� ��#$� �����  �� ���$�  �����
�#$'��0��( )�� 0��/# ��  *�����$�����'� ��#������� W;X� A;BTU� W;XA �� �����

� ��$�� %�� ��
�m��O0�  � �������#$  �� ��������� 1 ,���  � �����  � �#$��$������� ��  � �����  � �#�� �#$� �������� ��:������0�$� �#�� ��  �!���/�'�  ��  #$$���  � �*�$$�� yzz{� ���$� �� �#$�����#$  � ��#-�� ���#���$ ��i2v��i2� yzz��� %�� ��� �#$ �$-�� �� �� $�����  �� �#00�� �$�������� ��%������� �$ ��#�#�m�� !#$���#$$�� ��
�������,�� ���� �0�$�(�
���
		��
�)�� ��'#���/0�� ��#����!�� ��  #$� ��� ��'#���/0�� ��#����#$$����� �� ��� �m��O0��  � ������C���� %��



��������� 	� �	���	����	� ��.

$#�� ��#$� �0��#m��� �#$� �#$$�� �#�� ���� �#����& �$ ��0�� �� �$ 0�0#��� ��� ��� $��������$�  ���#������#$�  � '��$ � ������( �$� ���0�O�� ����������� �#�� $#� ������& �#������ ���� �*#���0�����#$
 � ���� ��0��  � ������( ��� �&�0���� $#�� �#��#$� #���0���� ��  ��#������  �� ��,���  � ������  �$������

 �� �����

 �$ #���0���$� ��� �������  �� �#$���$���  �� ��,��� D�$'(� rHG7G�M �#���� ���
n '�$�����#$�� #� �$ �������$� ��� !#$���#$� ���#0���%��0�$�  �C$��� Dt�� M( S���� �*#���0�����#$  ��
��'#���/0�� ��&:0�0��� �� �������������#$ ��� �$� ����� %�� ���� �� ������� !��������� �#�� �� '��$  ���0��( )�� ��'#���/0�� 1 ,���  � �#������#$�  � �O'��� �� �����$� $��������0�$� 1 �� �������������#$ ��
�����:�� � ��� ��� ��� ���'�0�$�  �$� �� �����������( )� ���$�!���  � �� �/��'�  � ������� ��� �$ #� ����������#���� �������� �������$�� �$ ����� �$�����  �� �m��O0��  �����,��� ��� ��� �����$�  O� �#�� ���� �����$���
�#�� !#�0�  � ������� 1 �*����������� D������ �#���� ������ �$���$��M(

Q#�� �#00�� ����� �#$����$�� %�� �� �������$����#$  �� �O'��� ��#%��� ��� $*�&���0�� ���  �� �&:������#$� �� ����� 1 ����� !#�0�� $#�0����� %�*�$� �#$$�����$�� ���������( pC$  *�$�����  *������ �m���
 � �#$$�����$��� �&����$��� �� �����$�$���  �$� ��  #0��$�  *��� � D������#$� ��������� #� ��0�#������M�� !�� ���� ���$ �� $#��� !#�0����0�  � �������$����#$ �#�� m �$�����  �� �#$����� ��0�$��%��0�$� ����
���/�� �#00� �� !#�0�  �� #,-���� ���� ��&����� ���( ��  �  ������� �� $�����  � ��&�� �$ ��#�#��$�  ��
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